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SITZUNG VOM 8. JANUAR 1900. 

Vorträge hielten: 

Herr E. Beckmann, o. M.: Neue Vorrichtungen zum Färben nicht leuch- 
tender Flammen (Abhandlungen Bd. XXVI, No. 1). 

Herr Ad. Mayer, o. M.: Vorlegung einer Abhandlung von Herrn 
G. Schefferb in Darmstadt: Einzelnes aus der Theorie der Curven 
und Flächen. 

G. Scheffers: Einzelnes aus der Theorie der Curven und 
Flächen. (In der Sitzung vom 8. Januar 1900 vorgelegt durch 
Herrn Ad. Mayer, 0. M.) 

Einige Bemerkungen über Curven und Flächen, die vielleicht 
Interesse finden und neu sind, möchte ich mir erlauben, im Folgen- 
den vorzutragen. 

I. 

Die Krümmungskreise der Normalschnitte eines Fläclienpunktes 

und das Cylindroid. 

Legt man durch die Normale n eines Punktes P einer 
Fläche F ebene Schnitte und constniiert die Krümmungskreise 
der Schnittcurven im Punkte P, so weiss man, dass ihre Radien R 
der EuLER'schen Relation 

, v 1 cos* (o , sin* co 

W R~~~R^~ + ~R^~ 

Genüge leisten. Dabei ist a> der Winkel der Schnittebene mit 
derjenigen Schnittebene, die eine der beiden Hauptkrümmungs- 
richtungen des Punktes P enthält. 

Wählt man auf der Normalen n irgend einen Punkt als 
Pol einer Transformation durch reciproke Radien, so geht die 
Fläche F in eine neue Fläche F\ der Punkt P in einen Punkt P' 
von F f über. Die Normale n bleibt die Normale von F r in P'. 
Die ebenen Normalschnitte von P werden in die von P' ver- 
wandelt, sodass man erkennt, dass die EuLER'sche Relation (1) 
gegenüber der angewandten Transformation invariant ist. 

Math.-phys. Classe 1900. 1 
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Von besonderem Interesse ist nun die Annahme, dass der 
Pol der Transformation durch reciproke Radien im Flächen- 
punkt F selbst liegt. P'. liegt dann zwar unendlich fern, aber 
die Krümmungskreise von P gßhen in gerade Linien über, die 
nicht unendlich fern liegen. Sie schneiden die Normale n senkrecht. 
Es fragt sich, was für eine Fläche von ihnen gebildet wird. 

Wählen wir die beiden Hauptkrümmungstangenten von P 
zur x- und #-Axe, die Normale n zur #-Axe, so liegt der Kreis 
mit dem Eadius B in der Ebene: 

(2) # cos cd — #sincD = 0. 

Ist r der Eadius der Kugel um (oder P), die bei der Trans- 
formation invariant bleibt, so geht der Kreis mit dem Radius R 
durch in eine Gerade über, deren Abstand von gleich r 2 : 2 B 
ist. Der Krümmungskreis (22) geht demnach in die Schnittgerade 
der Ebene (2) mit der Ebene 



z = 



r* 



2B 

oder — wegen (1) — mit der Ebene: 

, v 2z cos* ß) , sin 2 (a 

W 7* — ~2^~ "+■ ~R^~ 

über. Elimination von co aus (2) und (3) liefert die Fläche 
dieser Geraden: 

(4) (x i -\-f)[_iB 1 E i z-(R l -\-M i )r i ]+(B 1 -B 1 )r\x i - V i )=0. 

Die Natur dieser Fläche dritter Ordnung erkennt man leicht, 
wenn man sie mit dem geraden Kreiscy linder: 

zum Schnitt bringt. Die Gerade (2), (3) nämlich ist ein Durch- 
messer des Cylinders, bildet mit der ##-Ebene den Winkel w und 
hat die durch (3) gegebene Höhe z über der #^-Ebene. Führen wir 

<p = - — 2(ö 

als Hülfsveränderliche ein, so wird 

Beim Abwickeln des Cylinders in eine j^ -Ebene hat daher die 
Schnittcurve der Fläche (4) mit dem Cylinder die Gleichungen: 
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* = tKsj + i.) + (i _ i.) sin »]« 



deren erste linear in 

r 

4 
deren zweite linear in 

r 



r (i - i) 9i 



r* / 1 1 \ . 



ist. Die abgewickelte Cürve ist daher eine Sinuslinie. Ihre 
Periode (von q> = bis <p = 2it) ist gleich 



~2 
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d. h. halb so gross als der Umfang jenes Cylinders. Wird die 
Sinuslinie, deren Periode halb so gross als der Umfang eines 
Rotationscylinders ist, auf den Cylinder aufgewickelt, so erzeugen 
bekanntlich die nach den Punkten der Curve gehenden Radien 
des Cylinders ein Cylindroid. 

Daher: 

Die Krümmungskreise der Normalschnitte eines Flächenpunktes 
gehen bei einer Transformation durch reciproke Madien, deren Pol 
der Flächenpunkt selbst ist, in die Geraden eines Cylindroids über. 

n. 

Eine Beziehung zwischen Rotationsflächen constanter positiver 
Krümmung und solchen constanter negativer Krümmung. 

Bei einer anderen Gelegenheit 1 ) habe ich bewiesen, dass die 
Krümmungskreise derjenigen Curven, die eine Schar von oo 1 Curven 
in der Ebene unter constanten Winkeln durchkreuzen, eine be- 
sondere Lagerung haben: Durch einen beliebigen Punkt P der 
Ebene gehen oo 1 solche Trajectorien. Ihre Krümmungskreise in 
P haben ausser P noch einen Punkt Q gemein. Auch wandte 
ich damals 2 ) diesen Satz schon auf einen besonderen Fall an, 
den ich hier ausführlicher besprechen möchte: 

Es liege eine Curve c und eine Gerade g in der Ebene vor. 
Durch Verschieben der starr gedachten Curve c längs g entsteht 

i) Leipziger Berichte 1898, S. 276. 
2) Ebenda S. 284. 
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eine Schar von oo 1 congruenten und gleichgestellten Curven. Ist 
P irgend ein Punkt der Ebene, so wollen wir drei durch ihn 
gehende Curven ins Auge fassen: Erstens die betreffende Curve c, 
zweitens die Gerade h durch P parallel zu g, drittens die durch 
P gehende orthogonale Trajectorie c aller Curven c. Die Ge- 
rade h schneidet alle Curven c unter demselben Winkel. Nach 
dem angegebenen Satze müssen daher die Krümmungskreise von 
c, h und c in P ausser P noch einen Punkt Q gemein haben. 
Da die Gerade h mit ihrem Krümmungskreis zusammenfällt, so 
können wir auch sagen: Die Curven c und c haben in P 
Krümmungskireise, deren Mittelpunkte K und K' auf einem Lot 
zu g liegen. 

Die Normale PK von c treffe g in N, die Normale PK' 
von c treffe g in N'. Alsdann ist: 

APKK'ooAPN'N 
und daher: 

PK : PK' = PN' : PN 
oder: 

PK • PN = PK' PN'. 

Es sind PK und PK' die Krümmungsradien r und r' von 
c und c' in P. Ferner seien die Abschnitte PN und PN', die 
die Gerade g auf den Normalen von c und c bestimmt, mit 
n und n bezeichnet. Dann ist also: 

r • n = r • n'. 

Wir wollen aber den Krümmungsradius positiv oder negativ 
wählen, je nachdem er auf derselben Seite des Curvenpunktes 
liegt wie der Normalabschnitt oder nicht. Die zu unserer Be- 
trachtung leicht zu entwerfende Figur lehrt, dass es dann heissen 

muss: 

rn = — r'n '. 

Liegt also eine ebene Curve c vor, längs deren das Product 
aus dem Krümmungsradius r und dem Normalenabschnitt n — 
letzteren gemessen bis zu einer Geraden g — constant ist, und 
construiert man eine orthogonale Trajectorie c aller der Curven, 
die aus c durch Verschieben längs g hervorgehen, so hat diese 
Trajectorie c dieselbe Eigenschaft, und zwar ist bei ihr das 
constante Product aus Krümmungsradius und Normalenabschnitt 
entgegengesetzt gleich dem bei der ursprünglichen Curve c. 
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Lassen wir die Curven c und c um die Gerade g rotieren, 
so liefern sie zwei Rotationsflächen constanter Krümmung 

K= — und K' = -}—, - = — K. 
m r n 

Also folgt: 

Zu jeder Rotationsfläche constanter positiver Krümmung K 
lässt sich eine BotationsfläcJie constanter negativer Krümmimg 
von gleichem absoluten Werte derart zuordnen, dass beide Flächen, 
sobald sie nur dieselbe Rotationsaxe haben, in jeder Lage einander 
senkrecht durchschneiden. 

Das einfachste Beispiel hierzu liefert die Kugel und die 
Rotationsfläche der Tractrix. Die Curve nämlich, die alle gleich- 
grossen Kreise, deren Mitten auf einer Geraden g liegen, orthogonal 
schneidet, hat offenbar solche Tangenten, deren Abschnitt bis zur 
Geraden g gleich dem Kreisradius ist, d. h. sie ist die Tractrix. 1 ) 

Wählt man die Gerade g als y-Axe in der ##-Ebene, so 
findet man, dass die einander als orthogonale Trajectorien zu- 
geordneten Curven c und c', bei denen rn = -f- 1 und r'n = — 1 
ist, diese sind: Sind 

x = a cos s, y = J "j/l — a 2 sin 2 s ds 

die Gleichungen von c, ausgedrückt durch ihre Bogenlänge s, 
so sind: # 

x = a cshp s -f- srihp s, y = J ]/l — (a snhp s -f- cshp s) 2 ds 

die Gleichungen von c\ ausgedrückt durch ihre Bogenlänge s. 
Die Annahme a = 1 liefert Kreis und Tractrix. 

m. 

Zur Integration der natürlichen Gleichungen einer Ranmcnrve. 

Es ist ein bekannter Satz, dass eine Raumcurve ihrer 
Gestalt und Grösse nach vollständig bestimmt ist, sobald ihr 
Krümmungsradius r und ihr Torsionsradius q als Functionen der 
Bogenlänge s gegeben sind: 

(i) r = q>(s), ? = */>(»• 

i) Es ist auffallend, dass — soviel ich sehe — in den gebräuch- 
lichen Compendien die Eigenschaft der Tractrix, Tangenten von 
constanter Länge zu haben, nirgends dadurch zum Ausdruck gebracht 
wird, dass man die Tractrix als orthogonale Trajectorie einer Kreis- 
schar auffasst. 
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Man pflegt dies dadurch zu beweisen, dass man etwa den 
Anfangspunkt als einen Curvenpunkt, die x-Axe als seine Tan- 
gente, die y-Axe als seine Hauptnormale wählt und nachweist, 
dass zwei von da ausgehende Curven mit denselben „natürlichen" 
Gleichungen (i) notwendig mit einander identisch sind. 1 ) Da 
nun aber Dabboux gezeigt hat, dass die Integration der natür- 
lichen Gleichungen (i) auf die einer RiccATi'schen Gleichung 
zurückkommt 2 ), hat es einiges Interesse, mit Hülfe der bekannten 
Eigenschaften der RiccATi'schen Gleichung die directe Integration 
der Gleichungen ( i ) durchzuführen und dann nachträglich zu zeigen, 
dass alle erhaltenen Integralcurven einander congruent sind. 

Sind a, |5, y die Richtungscosinus der Tangente, Z, w, n 
die der Hauptnormale, A, ft, v die der Binormale, so bestehen 
zwischen ihnen die bekannten FRENET'schen Formeln: 

^v du v dv u w dw v 

^ ' ds r' ds r 9' ds e' 

sobald w, v, w eines der drei Funktionentripel 

a, lj A; |3, m, fi; y, w, v 

bedeuten. Da zwischen ihnen die Relation besteht: 

(3) W* + t> 8 + M> S =l, 

*so können wir w, t>, w durch zwei Grössen 

,s . u-\-iv 1+w u-\-iv 1 — w 

^/ 5 1 — w u — tV ^ 1+w u — iv 

ausdrücken in der bekannten Weise: 

Setzen wir diese Werte (5) in (2) ein, so ergiebt sich, dass £ und r\ 
der RiccATfschen Gleichung für tf: 

da i i i 2 

ds 2q r 2q 

genügen, in der r und q die Functionen (1) von s bedeuten. Die 
allgemeine Lösung der RiccATi'schen Gleichung ist bekanntlich 
linear gebrochen hinsichtlich der Integrationsconstanten c: 



1) So z. B. bei Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie, 
deutsch von Lukat, Leipzig 1896, S. 12, 13. 

2) Dabboux, Legons sur la theorie generale des surfaces, 1. partie, 
Paris 1887, eh. II. 
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PC + q 

a = j — , 

TtC + X ' 

wobei _p, q, n 1 % vier von c freie Functionen von s bedeuten. 
Geben wir der Constanten c irgend zwei Werte a und &, so er- 
halten wir die allgemeinsten Werte von g und rj: 

y = pa + q j?& + g 

5 ita + x* ^ tt6 + x' 

Setzen wir sie in (5) ein, so erhalten wir die allgemeinsten Werte 
von w, v, w. Da diese drei Grössen eines der drei obigen Functionen- 
tripel vorstellen, so werden wir also für a nacheinander drei Con- 
stanten a t1 a 2 , a 9 und ebenso für b nacheinander drei Constanten 
&i> &s? &s setzen, sodass sich drei Werte 

ffa t —P^l+1 t — P a * + <1 t _ P a * + q 
\yj 5i — Äai + X » s a — „ ai + 7t i ^"jtoj + x 

und drei Werte 

(-,\ „ _ p\+q „ _p h + q m _ Ph + q 

\/J Vi — n^ + y.1 V2 — n b t + x' 7] *~ itb s + x 

ergeben, durch die sich die Eichtungscosinus von Tangente, Haupt- 
und Binormale so ausdrücken: 

Si — »Ji ii — % ' ii — V 

P i,-i, ' m 'fe-n. ' **&-%' 

_, 1 ~ hVs n = ^ .! + 1, 1« v _ I, + 1» . 

*•' S. — Vt ' I, — Vt ' ls — % ' 



(8) 



Nun aber müssen die Richtungscosinus noch die Bedingungen: 
ßy -f~ mn-\- fiv = 0, ya-|- wZ-f- vA = 0, a|3 + Zm-{-*|fc = 

erfüllen. Setzt man hierin die Werte (8) ein, so ergiebt sich, 
dass zu verlangen ist, dass jedes der drei Functionenpaare £ 1? t^; 
£2? %? £s? Vs jedes andere Paar harmonisch trennt. Aber da 
die | und r\ nach (6) und (7) linear gebrochen mit a 1? b t ', a 2 , & 2 ; 
a s , 5 S zusammenhängen, so folgt: Die Constanten a t , b x \ a 2 , & 2 ; 
a 3 , & 3 müssen so gewählt werden, dass jedes dieser drei Paare 
jedes andere harmonisch trennt. 

Nun sind a, jS, y die Differentialquotienten der Punkt- 
coordinaten as, y 1 nach der Bogenlänge s. Aus (8) folgt also: 



x 



-A^'- '--/tpS*- '-A^* 



X 
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Das erste Integral kann wegen (6) und (7) auch so geschrieben 
werden: 

Analoges gilt von den beiden andern. Setzen wir zur Abkürzung: 

(9) E™f Kl ' x <**» *l = M 5-7 J <?S, 

W * J 2(i?x — g«) ' V J 2(px — g*r) ' 

r^tx — pq , 

J = / — d?S , 

J P*— W 
so ist also: 



(10) 



a 

«s — & s «3 — & s «3 — &S 



Die Coefficienten von £, tj, % hierin haben in den a, b genau 
die Form wie die Grössen (8) in den £, rj, d. h. sie erfüllen, da 
die drei Paare a 1? \; a 2 > b 2 ' 1 a 3 , b s einander harmonisch trennen, 
die Bedingungen, die von den Cosinus dreier zu einander senk- 
rechten Richtungen erfüllt werden. Daraus folgt, dass die Curve ( 1 o) 
durch eine Bewegung des Raumes aus der Curve (9) hervorgeht, 
mit der Curve (9) also congruent ist. Hiermit ist der Nachweis der 
Congruenz aller Curven mit denselben natürlichen Gleichungen (1) 
beendet. 

Nebenher sehen wir: Um eine Curve zu finden, die den 
natürlichen Gleichungen (1) genügt, bestimmt man die allgemeine 

Lösung: 

PC + q 
6 = -. 

der RiccATi'schen Gleichung: 

de i i i 2 

ds 2 p r 2q ' 

in der r und q die durch die natürlichen Gleichungen (1) gegebenen 
Functionen von s sind, und bildet darauf die drei Integrale (9). 

Darmstadt, im December 1899. 
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SITZUNG VOM 5. FEBRUAR 1900. 

Vorträge hielten: 

Herr W. Ostwald, o. M. : Periodische Erscheinungen bei der Auflösung 
von Chrom in Säuren. (Abhandlungen Bd. XXVI, Nr. II.) 

Herr Clemens Winkler, o. M. : Ueber die Möglichkeit der Einwanderung 
von Metallen in Eruptivgesteine unter Vennittelung von Kohlenoxyd. 

Herr K. Rohn, o. M. : Konstruktion des Krümmungsradius bei einem 
Kegelschnitt durch fünf Punkte. 

Clemens Winkler: Ueber die Möglichkeit der Einwanderung 
von Metallen in Eruptivgesteine unter Vermittelung von Kohlenoxyd. 
(Vorgelegt in der Sitzung vom 5. Februar 1900.) 

Die von der schwedischen Polarexpedition vom Jahre 1870 
auf der Südküste der Insel Disco bei Grönland am Fusse eines 
Basaltrückens aufgefundenen losen Blöcke von gediegenem Eisen, 
welche unter der Bezeichnung „Ovifak-Eisen" bekannt und von 
Nordenskiöld 1 ), Nauckhoff 2 ) und Steenstrup 8 ) beschrieben, 
sowie von Nordström 4 ), Wöhler ,v ), Daubree 6 ) untersucht worden 
sind, wurden bekanntlich anfangs für meteorisches Eisen ge- 
harten und in der That schien die Beschaffenheit dieses Eisens, 
insbesondere sein Gehalt an Phosphornickeleisen, diese auch von 
Nordenskiöld vertretene Ansicht durchaus zu rechtfertigen. 

Später jedoch regten sich gegen die Annahme des kosmischen 
Ursprungs genannten Eisens Bedenken und namentlich war es 
Steenstrup, der für die tellurische Natur desselben eintrat, weil 
die Art seines geologischen Vorkommens, vor Allem das Auftreten 
ebensolchen Eisens inmitten des benachbarten Basaltes, kaum 



1) Nordenskiöld, Oefvers. af K. Vet. Akad. Förhandl. 1870, p. 973. 

2) Nauckhoff, Bih. tili K. Vet. Akad. Handl. B. 1. No. 6. 

3) Steenstbup, Vitenskapl. Meddelelser fra den naturhistoriske 
Forening i Kjöbenhavn 1875, No, 15 — 19. 

4) Nordstböm, Oefvers. af K. Vet. Akad. Förhandl. 1871, p. 453. 

5) Wöhleb, Gott. Nachr. 1872, No. 11. 

6) Daubree, Bull. Soc. ge'ol. d. France 1877, p. 110. 



10 Clemens Winkleb: 

einen Zweifel darüber aufkommen lässt, dass die Bildung der- 
artiger Eisenablagerungen mit der Bildung des Basaltes im Zu- 
sammenhange steht. Dabei drängen die Ausführungen A. E. Törne- 
bohm's 1 ) zu der Vermuthung, dass von den Ausfüllungsmineralien, 
welche in den basaltischen Gesteinen von Ovifak angetroffen 
werden, und welche erst nach deren vollständiger Ausbildung und 
Erstarrung entstanden sein können, gediegenes Eisen und Phos- 
phornickeleisen, sowie auch der sie vielfach ersetzende Magnet- 
kies, die jüngsten sind. Gediegenes Eisen kommt sowohl im 
Basalt selbst, wie auch in den darin vorhandenen breccienartigen 
Spaltenausfüllungen vor und zwar in einer Weise, die nach 
Törneboum erkennen lässt, dass das Eisen erst später in das 
poröse Gestein eingedrungen sein kann. Seine Einwanderung in 
gelöster Form erscheint denkbar, aber freilich pflegt sich aus 
eisenhaltigen Solutionen kein metallisches Eisen abzuscheiden. 
Möglich wäre dessen Entstehung also nur bei Gegenwart eines 
geeigneten Eeductionsmittels und für solche scheint nach Törne- 
bohm's Ansicht der Umstand zu sprechen, dass der den Basalt 
begrenzende Anorthitfels einen auffallenden Graphitgehalt besitzt. 
Zudem wird angenommen, dass dieser Anorthit einem bituminösen 
Mergel entstamme, der von dem glühenden Basaltmagma ein- 
geschlossen und geschmolzen worden sei, in welchem Falle Pro- 
dukte der trockenen Destillation in das umliegende Gestein hätten 
eindringen müssen. An Kohlenstoff würde es also, falls diesem 
die Kolle des Eeductionsmittels zugefallen wäre, nicht gefehlt 
haben. An ein anderes Eeductionsmittel als an Kohlenstoff oder 
eine kohlenstoffhaltige Verbindung ist aber aus dem Grunde nicht 
wohl zu denken, weil das Eisen von Disco selbst kohlehaltig ist. 
Es wird sein Gehalt an Kohlenstoff zu 2,4 bis 7,0 Proc, sein 
Gehalt an Nickel zu 2,0 bis 5,0 Proc. angegeben. 2 ) 

Vom chemischen Standpunkte aus beurteilt, will vorstehende 
Erklärung nicht einwandfrei erscheinen. Mehr Wahrscheinlichkeit 
hat schon die von St. Meunier 3 ) ausgesprochene Ansicht, der- 



1) A. E. Törnebohm, Bih. tili K Swenska Vet. Akad. Handl. B. 5, 
No. 10, „Ueber die eisenführenden Gesteine von Ovifak und Assuk in 
Grönland". 

2) Vergl. C. Rammelsberg, Handb. d. Mineralchemie, 2. Aufl. 
2. Suppl. p. 4. 

3) St. Meunier, Etüde sur la rochemere du platine d'Oural etc. 
Compte Rendu du VII Congr. Ge'ol. Intern. 1897, p. 157. 
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zufolge das Eisen als dampfförmige Verbindung, zum Beispiel als 
Eisenchlorid, in den Basalt von Disco gelangt sein dürfte. Nur 
bleibt hier die Frage nach dem Eeductionsmittel offen und diese 
ist schwierig ungezwungen zu beantworten, zumal die Grösse der 
aufgefundenen Eisenblöcke auf eine allmähliche Entstehung der- 
selben hindeutet. 

Es sind nun aber vor wenigen Jahren jene leichtflüchtigen 
Verbindungen entdeckt worden, welche das Kohlenoxyd sowohl 
mit dem Eisen wie auch mit dem Nickel eingeht. Dieselben 
sind in jeder Hinsicht merkwürdig und verdienen in hohem Grade 
die Beachtung auch des Geologen, weil ihre Entstehung und 
ebenso auch ihre Wiederzersetzung unter geeigneten Umständen 
mit grosser Leichtigkeit erfolgt. Bewirkt doch schon blosse und 
dabei massige Erhitzung den Zerfall dieser Verbindungen in ihre 
Componenten, ohne dass hierzu die Mitwirkung eines anderen 
Körpers, also etwa diejenige eines besonderen Eeductionsmittels, 
nöthig wäre; man kann sich also sehr wohl vorstellen, wie bei 
der Berührung ihres Dampfes mit einem noch heissen Eruptiv- 
gestein Metallabscheidung erfolgte, und solange Fortgang nahm, 
als nicht Abkühlung bis unter die Zersetzungstemperatur ein- 
getreten war. Die Möglichkeit der allmählichen Bildung von 
Eisenblöcken bis zu mehreren hundert Centnern Gewicht findet 
hierdurch ihre ungezwungene Erklärung. 

Von diesen Kohlenoxyd- oder Carbonyl- Verbindungen ist 
diejenige des Nickels zuerst aufgefunden worden. L. Mond, 
C. Langer und F, Quincke 1 ) erhielten sie bei der Verfolgung 
eines technischen Verfahrens zur Gewinnung von Wasserstoff aus 
Wassergas. Es gelingt leicht, sie nach ihrer Angabe darzu- 
stellen, indem man über feinzertheiltes metallisches Nickel, wie 
es bei der Beduction von Nickeloxyd durch Wasserstoffgas bei 
etwa 400 erhalten wird, einen Strom von Kohlenoxyd leitet und 
gleichzeitig die Temperatur auf ioo° sinken lässt. Das Kohlen- 
oxyd belädt sich dann mit dem Dampf von Nickeltetracarbonyl, 
Ni (CO) 4 , und nimmt dadurch völlig verändertes Verhalten an; 
seine für gewöhnlich nichtleuchtende und nichtrussende blaue Flamme 
wird hellleuchtend und setzt an kalte Körper eine Russablagerung 



1) L. Mond, C. Langer u. F. Quincke, Chem. Soc. 1890, I, 749; Ber. 
d. deutsch, chem. Ges. 23, Ref. 628. Ferner: M. Beethelot, Compt. 
rend. 112, 1343; Ber. d. deutsch, chem. Ges. 24, Ref. 593. 
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ab, die aus staubförmigem metallischem Nickel oder einem Ge- 
menge desselben mit Nickeloxyd besteht. Leitet man das Gas 
durch eine schwach erhitzte Glasröhre, so tritt ebenfalls Zerfall 
desselben in Metall und Kohlenoxyd ein und zwar schlägt sich 
dann ein Theil des abgeschiedenen Nickels als blanker, glänzender 
Spiegel festhaftend auf die Glasfläche nieder, während ein anderer 
als dunkelgrauer Staub lose zur Ablagerung gelangt und sich 
leicht entfernen lässt. Bei der Abkühlung des Gases erleidet der 
darin enthaltene Dampf des Nickelcarbonyls Verdichtung zu einer 
farblosen Flüssigkeit von 1,32 spec. Gew., welche bei 43 siedet, 
bei — 2 5 erstarrt und hohe Giftigkeit besitzt. Im reinen Zu- 
stande zerfällt ihr Dampf bei der Erhitzung auf 6o° unter Ex- 
plosion in Nickel und Kohlenoxyd, nach Verdünnung mit über- 
schüssigem Kohlenoxyd oder einem andern indifferenten Gase erfährt 
er dabei zwar die nämliche Zersetzung, aber sie vollzieht sich 
dann ruhig und ungefährlich. 

Die Leichtigkeit, mit der das Nickelcarbonyl sich bildet und 
zersetzt, hat L. Mond 1 ) zur Gewinnung des Nickels aus dessen 
Erzen zu benutzen gesucht, indem er dieselben im gerösteten und 
reducirten Zustande bei ioo° mit Kohlenoxyd behandelte, das Gas 
sodann durch Höhererhitzung vom aufgenommenen Nickel befreite 
und es gleichzeitig für den nämlichen Zweck immer wieder ver- 
fügbar machte. Das so erhaltene Nickel bildete eine compakte, 
dichte Ablagerung und war völlig rein, denn sein Gehalt betrug 
99,8 Procent. Es sollen, allerdings aus verhältnissmässig hoch- 
haltigem Eohmaterial, bereits 80 t Nickel auf solche Weise dar- 
gestellt worden sein. 2 ) Jedenfalls ist durch die MoND'schen Ver- 
suche, mögen sie nun technisch aussichtsvoll sein oder nicht, der 
Beweis dafür erbracht werden, dass das Nickel, also ein als 
solches wie in seinen Verbindungen schwer verdampfbares Metall, 
seinen natürlichen Vorkommnissen mit Hilfe des gasförmigen 
Extractionsmittels Kohlenoxyd entzogen und auf die denkbar ein- 
fachste Weise in reinem Zustande zur Wiederabscheidung und 
Ansammlung gebracht werden kann. Uebrigens glaubt auch 
Jules Garnier 8 ) die Verflüchtigung von Nickel in kohlenoxyd- 



1) L. Mond, Chem. News, 64, 108; Ber. d. deutsch, ehem. Ges. 24, 
Ref. 702. 

2) Zeitschr. f. angewandte Chem. 1900, 87. 

3) Jules Garnier, Compt. rend. 113, 189; Ber. d. deutsch, chem. 
Ges, 24, Ref. 697. 
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haltigen Gasen bei der Zugutemachung von Nickelerzen beob- 
achtet zu haben. 

Wie bereits erwähnt worden ist, besitzt auch das Eisen die 
Fähigkeit, sich mit Kohlenoxyd zu verbinden 1 ) und zwar nicht 
nur in einem, sondern in mindestens zwei Verhältnissen, nämlich 
zu Ferropentacarbonyl, Fe(CO) 5 , und zu Diferroheptacarbonyl, 

Fe 2 (COX- 2 ) 

Die erstgenannte dieser Verbindungen ist flüssig und leicht 
verdampfbar, die andere fest, erleidet aber schon bei 8o° Zer- 
setzung und geht dann in das Pentacarbonyl über. Beide zer- 
fallen beim stärkeren Erhitzen in Kohlenoxyd und Eisen; dem- 
gemäss setzt auch das mit ihrem Dampfe beladene Kohlenoxyd 
beim Passiren eines erhitzten Glasrohres einen metallischen, aus 
reinem Eisen bestehenden Spiegel ab, jedoch nur dann, wenn die 
Temperatur 350 nicht übersteigt. Ist sie höher, so entsteht 
kein blanker Spiegel mehr, sondern statt dessen eine schwarze, 
flockige Ablagerung, die neben Eisen viel Kohlenstoff enthält, 
offenbar weil gleichzeitig Kohlensäure gebildet wird. Es ist mit 
Bezug auf den hier in Bede stehenden Gegenstand beachtlich, 
dass je nach dem Grade der Erhitzung reines oder kohlehaltiges 
Eisen aus dem Gase abgeschieden wird. 

Die Darstellung des Eisencarbonyls vollzieht sich so wie die der 
entsprechenden Nickelverbindung, nämlich beim Behandeln von 
feinzertheiltem Eisen mit Kohlenoxyd bei etwa 8o°. Aber freilich 
erfolgt die Bildung langsam, so dass sich innerhalb sechs Wochen 
von 12 g Eisen nur 2 g verflüchtigen Hessen. Deshalb gelingt es 
auch schwierig, die Verbindung rein darzustellen oder mit Hilfe 
des meist höchst schwach mit ihrem Dampfe beladenen Kohlen- 
oxyds deutliche Metallspiegel zu erhalten. Es könnte somit 
scheinen, als stünde das Eisen hinsichtlich seiner Geneigtheit, 
Carbonyl Verbindungen einzugehen, erheblich hinter dem Nickel 
zurück. Dies trifft jedoch nur für die hier geschilderten Ver- 
hältnisse zu, denn unter gewissen Umständen kann die Vereini- 
gung des Eisens mit dem Kohlenoxyd überraschend leicht, ja 
schon bei gewöhnlicher Temperatur, erfolgen. 



1) L. Mond u. F.- Quincke, Ber. d. deutsch, ehem. Ges. 24, 2248; 
ferner M. Berthelot, Compt. rend. 112, 1343; Ber. d. deutsch, ehem. 
Ges. 24, Ref. 593. 

2) Chemiker-Ztg. 1891, 1794. 
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Die erste diesbezügliche Beobachtung machten Henry 
E. Eoscoe und Frank Scudder 1 ) gelegentlich der Vornahme von 
Versuchen über die Verwendbarkeit von Wassergas zur Glühlicht- 
Beleuchtung. Das durch Behandlung von glühender Kohle mit 
Wasserdampf erhaltene Wassergas enthielt neben Wasserstoff 
39 Vol. Proc. Kohlenoxyd. Um mit seiner Flamme Licht zu er- 
zeugen, richtete man sie gegen die Magnesiastäbe eines Fahnehjelm'- 
schen Brenners und dabei wurde die Wahrnehmung gemacht, dass 
sich nach wenigen Stunden eine erhebliche Verringerung der 
Leuchtkraft einstellte, weil die Magnesia sich mit einem Beschlag 
von Eisenoxyd bedeckte, der, wie mit Bestimmtheit festgestellt 
werden konnte, seinen Ursprung dem Vorhandensein einer äusserst 
geringen Menge dampfförmigen Ferrocarbonyls im Wassergase 
verdankte. 

Eine ganz überraschende Veränderung trat ein, als das 
Wassergas, welches man zum Zweck bequemerer Handhabung unter 
8 at Druck in Stahlcylindern zur Absperrung gebracht hatte, 
nicht sofort, sondern erst nach etwa einmonatlicher Aufbewahrung 
zur Glühlichterzeugung verwendet wurde. Die vorher nichtleuchtend 
gewesene Flamme desselben zeigte sich nun hellleuchtend und die 
darin zum Erglühen gebrachten Magnesiastäbe bedeckten sich 
nicht erst nach Stunden, sondern sofort mit einem rothen Ueber- 
zuge von Eisenoxyd. Mit einem Worte , die blosse längere Auf- 
bewahrung des Gases im Stahlcylinder, also die Einwirkung von 
Kohlenoxydgas auf Eisen bei gewöhnlicher Temperatur, aber bei 
erhöhtem Druck, hatte eine verhältnissmässig reichliche Bildung 
von Ferrocarbonyl zur Folge gehabt. Demgemäss setzte derartig 
aufbewahrtes Gas, wenn man es durch eine schwacherhitzte Glas- 
röhre leitete, an deren Innen wandung auch einen starken, tief- 
schwarzen Spiegel von metallischem Eisen ab. Aber auch hier 
war der Eisengehalt noch immer ein geringer und betrug nur 
2,4 mg in i 1 des Gases. 

Die Bildung von rothen Eisenoxydflecken auf gewöhnlichen 
Leuchtgas-Specksteinbrennern oder auf den Kalkcylindern, die zur 
Erzeugung des Leuchtgas- Sauerstoff-Lichtes gedient hatten, ist 
früher schon mehrfach beobachtet worden, ein Beweis dafür, dass 
selbst Steinkohlenleuchtgas unter Umständen etwas Eisencarbonyl 



i) Henry E. Roscoe u. Frank Scudder, Ber. d. deutsch, ehem. Ges. 
24, 3843. 
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enthalten kann. . Die Menge desselben scheint jedoch eine so 
geringe zu sein, dass sie sich nie eigentlich unliebsam bemerkbar 
macht. Anders ist das bei dem ungleich kohlenoxydreicheren 
Wassergase, dessen Eisengehalt geradezu lästig werden kann, weil 
die in seiner Flamme erhitzten AuER'schen Glühstrümpfe sich mit 
einem Belage von Eisenoxyd überziehen und dadurch rasch un- 
brauchbar werden. 1 ) Die Wahrnehmung, dass der Eisengehalt 
des Gases sich mit der Länge des Weges, den es in der eisernen 
Rohrleitung zurücklegt, zu vermehren scheint, und die durch das 
Experiment ermittelte Thatsache, dass eisenfreies Wassergas durch 
blosse achttägige Berührung mit blankem Eisen eisenhaltig wird, 
deuten darauf hin, dass zur Bildung von Eisencarbonyl nicht 
unbedingt Druck- oder Temperaturerhöhung nöthig ist, sondern 
dass sie sich, wenn auch langsam, schon unter gewöhnlichen Ver- 
hältnissen zu vollziehen vermag. 

Bei solcher Sachlage erscheint die Mitwirkung der Carbonyl- 
verbindungen des Eisens und des Nickels bei geologischen Vor- 
gängen keineswegs undenkbar. Ganz besonders aber ist es die 
Bildung von metallischen Ablagerungen in den Hohlräumen von 
Eruptivgesteinen, welche in dem Verhalten jener Verbindungen 
eine ungezwungene Erklärung findet. Beim Eindringen eines mit 
Eisencarbonyl beladenen Gases in das Innere eines solchen Ge- 
steins muss ja, sofern dieses noch nicht erkaltet war, Eisen- 
abscheidung eintreten und von der jeweilig herrschenden Tem- 
peratur wird es abhängen, ob die Ablagerung kohlenstofffrei oder 
kohlenstoffhaltig ausfällt. Aus dem nicht unbeträchtlichen Kohlen- 
stoffgehalte des Ovifak-Eisens zum Beispiel würde man folgern 
können, dass zur Zeit seiner Bildung der es umgebende Basalt 
eine 350 übersteigende Temperatur besessen haben müsse. 

Schwieriger ist die Beantwortung der Frage nach dem Ur- 
sprung solch' eisencarbonylhaltigen Gases, denn es muss an- 
genommen werden, dass dieses sich in einer kühleren Zone ge- 
bildet habe und von ihr aus in die heissere, in der seine Zersetzung 
erfolgte, eingetreten sei. Andererseits aber ist auch zu bedenken, 
dass die Bedingungen, unter denen das Eisencarbonyl zu entstehen 
vermag, durchaus noch nicht genügend klargelegt sind, wie es 
denn auch an jedem Anhalt darüber fehlt, ob nicht vielleicht 



1) Vergl. van Breukeleveen u. ter Hobst, Het Gas 1899, 19, 171 ; 
Chemiker-Ztg. 1899, Rep. 355. 
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erhöhter Druck, so wie er seine Bildung befördert, auch seinem 
Zerfall entgegenwirkt. 

Es kann ferner nicht unerwähnt bleiben, dass die genannten 
Carbonylverbindungen, wenn sie im Gemisch mit Schwefelwasser- 
stoff oder Phosphorwasserstoff gelinder Erhitzung unterworfen 
werden, die Sulfide, beziehentlich die Phosphide, der darin ent- 
haltenen Metalle absetzen, ein Verhalten, aus dem sich die Ent- 
stehung von Troilit, Magnetkies, Schreibersit erklären Hesse. 
Ebenso würde sich bei Zutritt von Sauerstoff Magnetit bilden 
können. 

Endlich sei darauf hingewiesen, dass auch das natürlich 
vorkommende Platin stets einen Gehalt an Eisen aufweist 1 ) und 
dass andererseits im nickelführenden Magnetkies von Canada das 
Vorkommen von Platin in Gestalt von Sperrylit, PtAs 2 , beob- 
achtet worden ist. Wenn es nun auch bis jetzt an jeder An- 
deutung dafür fehlt, dass das Platin gleich dem Eisen und Nickel 
mit Kohlenoxyd eine flüchtige Verbindung bilden könnte, so darf 
doch nicht übersehen werden, dass es mit diesen Metallen in die 
nämliche Gruppe des periodischen Systems fällt und auch die 
CarbonyPVerbindung des ebenfalls dahin gehörigen Kobalts nicht 
bekannt ist. Gewiss aber ist es eine auffallende Thatsache, dass, 
wenn auch nicht das Platin selbst, so doch das Platinchlorür 
nach Schützenbergbr 2 ) bei gelindem Erhitzen in einem Strom 
von Kohlenoxydgas in eine leicht flüchtige und leicht zersetzbare 
Platinchlorür- Carbonyl- Verbindung übergeht. 

Wenn nach Vorstehendem die Metallwanderung unter Ver- 
mittelung von Kohlenoxyd erwiesen und auch als geologischer 
Vorgang recht wohl denkbar ist, so wird doch des Weiteren fest- 
zustellen sein, ob irgendwelche Forschungsergebnisse auf ihren 
thatsächlichen Vollzug hindeuten. Das Vorkommen von ge- 
diegenem Eisen auf der Insel Disco und die darüber vorliegenden 
Erhebungen könnten aber hierzu vielleicht am besten Gelegen- 
heit geben. 



i) Vergl. u. A. Alexander Classen, Ber. d. deutsch, ehem. Ges. 

23, 95i. 

2) Schützenberger, Ann. Chim. Phys. [4] 15, 100 ; 21,350. 
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X. Rohn: Konstruktion des Krümmungsradius bei einem 
Kegelschnitt durch fünf Punkte. (Vorgelegt in der Sitzung vom 
5. Februar 1900.) 

Die Konstruktion der Krümmungskreise bei den Kegel- 
schnitten ist schon verschiedentlich aus der Perspektiven Be- 
ziehung zwischen beiden abgeleitet worden. Auch in dem be- 
sonderen Falle, dass von dem Kegelschnitt nur fünf Punkte gegeben 
sind, hat dieser Gedanke Verwendung gefunden und findet sich z. B. 
in dem Lehrbuch der darstellenden Geometrie von Fiedler Bd. 1. 

In der vorliegenden Arbeit wird indess ausser dem Krüm- 
mungskreis noch einer der übrigen, in dem nämlichen Punkt be- 
rührenden Kreise in Betracht gezogen, und sowohl seine Perspek- 
tive Beziehung zu dem gegebenen Kegelschnitt, als auch die 
Beziehung der Aehnlichkeit zwischen ihm und dem Krümmungs- 
kreis studirt. Gerade diese doppelten Beziehungen liefern aber 
die konstruktiv einfachen Kesultate. 

Sei k ein beliebiger Kegelschnitt und irgend ein Punkt 
auf ihm; sei ferner ä^ sein Krümmungskreis im Punkte und k% 
einer von den Kreisen, welche k in berühren. Dann besteht 
sowohl zwischen k und fc 2 , als auch zwischen k und k x eine Per- 
spektive Beziehung, deren Centren in beiden Fällen im Punkte 
liegen und deren Axen zu einander parallel laufen. Um das 
letztere einzusehen, bedenke man nur, dass die beiden Kreise k t 
und k 2 ähnlich liegen vom Punkte aus als Aehnlichkeitscen- 
trum. Nun gehören die drei Kurven &, k t und k% drei ebenen 
Systemen 27, 2^ und 2^ respektive an, von denen Z t und 27 2 vom 
Centrum aus ähnlich liegen, während beide Systeme zu 2 
perspektiv liegen und zwar ebenfalls aus dem Centrum 0. Durch 
drei entsprechende Punkte P, P ± und P 2 in den drei Systemen 
ist die ähnliche Beziehung 91 zwischen 2 1 und 27 2 und die Per- 
spektive Beziehung Sß'' zwischen 2 und 27 2 gegeben, sobald man 
und die Axe a" der Perspektive Sß" kennt (Figur 1). Sind 
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aber g, g x und g 2 drei entsprechende Geraden unserer Systeme, 
so müssen sich g und g 2 auf d' schneiden und g x und g 2 pa- 
rallel sein; ihr Schnittpunkt muss auf a\ der Axe der zwischen 
£ und U ± bestehenden Perspektive 5ß', liegen. Das Gleiche tritt 
überhaupt für je drei sich entsprechende Gerade ein, so auch für 
A, h x und Ä 2 , und daraus folgt unmittelbar der Parallelismus 




Fig. i. 



von d und a . Zugleich erkennen wir, dass d die Strecke PP X 
in dem gleichen Verhältnisse theilt, wie d' die Strecke PP r 

Die Axe d' von 5ß" verbindet die beiden (reellen oder ima- 
ginären) Punkte, welche k und & 2 , abgesehen vom Berührungs- 
punkte 0, noch gemein haben. Wählt man andere und andere 
Kreise aus der Schaar, welche k in berühren, so steht ein 
jeder von ihnen mit k in perspektiver Beziehung; die zugehörige 
Axe ist nach dem Vorausgeschickten zu d' parallel und enthält 
die Schnittpunkte des bezüglichen Kreises mit k. Insbesondere 
muss für den Krümmungskreis k t die Axe d durch hindurch- 
gehen, »damit k t dort den Kegelschnitt k oskulirt und ihn dann 
nur noch in einem weiteren Punkte schneidet. Hieraus ergiebt 
sich aber folgende Konstruktion (Figur 2). 
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Sind OPQBS fünf Punkte eines Kegelschnittes, so kon- 
struire man in die Tangente t mit Hilfe des PASCAi/schen 
Satzes, ziehe die Normale n und zeichne einen Kreis k 9 mit dem 
Mittelpunkt M % , der f in berührt. Dieser mag die Geraden 
ÖP, OQ, OB in P 2 , Q % , B 2 respektive schneiden, dann liegen die 

Schnittpunkte von PQ mit P 2 Qi un ^ QR ^^ Q*R% au ^ a '- 
Nun ziehe man noch durch zu d' die Parallele d. Dann sind 
P 2 M % U und Z7P entsprechende Gerade der Systeme 2 2 und 2, 
während die entsprechende Gerade M t V des Systems 2 X zu M 2 U 




Mg. 2. 



parallel ist und sich mit PU auf d im Punkte V schneidet. 
Der so konstruirte Punkt M ± ist der Mittelpunkt des Krüm- 
mungskreises Ä^, da bei der ähnlichen Beziehung zwischen k% 
und k t die Mittelpunkte beider Kreise einander entsprechen. 

Die zwischen den Systemen 27, 2 t und 2 2 bestehenden Be- 
ziehungen können dazu verwendet werden, in einfacher Weise die 
bekannten Konstruktionen für die Krümmungsradien abzuleiten, 
falls die Axen oder ein Paar konjugirte Durchmesser des Kegel- 
schnittes k gegeben sind. Ist z. B. der Krümmungsradius im 
Scheitel der Ellipse k mit den Axen OP und QB zu finden, 
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so ziehe man (Figur 3) den Kreis k 9 über OP als Durchmesser, 
dann stehen a" und a in P resp. auf OP senkrecht. Der 
Strahl OQ schneidet k 2 in Q 2 und es entsprechen sich in 2 und 
S % die Geraden PQ und PQ % . Die diesen Geraden im System 
Z x entsprechende Gerade GP t ist parallel zu PQ 2 oder normal 
zu OQ, trifft sich mit PQ im Punkte G von a und schneidet 
OP im Endpunkte P t des Durchmessers des Krümmungskreises k v 




Fig. 3- 



Daraus folgt die bekannte Konstruktion. Man ziehe in den 
Scheiteln und Q die Parallelen zu den Axen der Ellipse und 
von ihrem Schnittpunkt J fälle man ein Lot auf OQ; dieses 
schneidet auf den Axen die Krümmungsmittelpunkte aus. Denn 
J ist der Mittelpunkt von OG und folglich auch M x derjenige 
von OP v 

Ist OP die Axe einer Hyberbel k mit den Asymptoten q 
und r, so ziehe man wieder (Figur 4) den Kreis k 2 über OP 
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als Durchmesser, dann stehen a" und a wieder auf OP in P 
resp. senkrecht. Der zu q parallele Strahl durch schneidet 
#2 in Q 2 und es entsprechen sich in 2 2 un ^ ^ ^ e Geraden PQ 9 
und P6r, wobei PG \\ OQ 2 ist. Die ihnen entsprechende Gerade 
GP X im System Z x ist parallel zu PQ 2 oder normal zu q, trifft 
sich mit PG im Punkte G von a und schneidet die Axe im 
Endpunkte P x des Durchmessers des Krümmungskreises k v Die 
Tangente im Scheitel schneide die Asymptote q in J, dann 




Fig. 4- 



geht die Gerade, die in J auf # senkrecht steht, durch den 
Mittelpunkt M 1 des Krümmungskreises k v Denn J halbirt OG 
und JM^ ebenso die Strecke OP v 

Kennt man von einem Kegelschnitt k die Lage der beiden 
Axen x und y, sowie einen Punkt mit seiner Tangente t und 
seiner Normalen n (Figur 5), so wähle man als Mittelpunkt M 2 
des Kreises k% den Schnittpunkt von n mit y (oder a?); dann/ ist a" 
zu £ symmetrisch in Bezug auf y, da a ' ebenso wie t eine ge- 
meinsame Tangente von k und k 2 ist, und a' geht durch pa- 
rallel zu a". Zieht man jetzt durch einen Strahl parallel 
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zu #, der Jc y k x und Jc 2 in #, Q t und # 2 respektive schneidet, so 
entsprechen sich in den Systemen 2, 2 X und 2? 2 nicht nur diese 
Punkte, sondern auch die zugehörigen Tangenten. Diese aber 
schneiden t in entsprechenden Punkten U, U 1 und U r Nun 
liegt U auf #, und die Parallelen zu x durch TJ± resp. U 2 stehen 
auf den Sehnen OQ x resp. OQ 2 senkrecht, gehen also durch die 
Mittelpunkte M t von Tc x resp. M 2 von Ä^. Nach dem oben ge- 




Fig. s. 



fundenen Satz (S. 1 8) theilt hier a" die Strecke UU 2 in dem gleiohen 
Verhältniss wie a die Strecke TJU^ also: TU:TU 2 = OU lOU^ 
wenn T der Schnittpunkt von £ mit y ist. Ist C der Mittel- 
punkt von k, schneiden ferner x und U 1 M 1 die Gerade OQ in 
/ und IT, so lässt sich die vorstehende Relation durch: TC: TM t 
= 0<7 : OX ersetzen; diese sagt aber aus, dass UM 2 durch K 
geht. Das liefert die folgende Konstruktion. Man verbinde den 
Schnittpunkt U von t und x mit dem Schnittpunkt M % von 
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n und y\ dann ziehe man durch eine Parallele zu y und 
durch ihren Schnittpunkt K mit UM 2 eine Parallele zu x, so 
schneidet diese auf n den Mittelpunkt M x des Krümmungskreises 
\ aus. 

Ziehen wir noch den Durchmesser und bezeichnen mit L 
seinen Schnittpunkt mit U 1 M 1 , so folgen aus dem Parallelismus 
der drei Geraden x, U 1 M l und U 2 M 2 die beiden Relationen: 
OU:OU 1 = OC:OL und TU : TU 2 = TC : TM 2 und aus 
diesen unter Berücksichtigung der früheren Relation die weitere: 
OC:OL = TC: TM r Das sagt aber aus, dass LM 2 zu TO 
parallel ist und führt zu folgender Konstruktion. Man ziehe 
durch den Schnittpunkt M 2 von n und y eine Parallele zu t 
und schneide sie mit dem Durchmesser 00 in X; eine Parallele 
zu x durch L trifft alsdann n im Krümmungsmittelpunkt M r 

Weiter seien von einer Ellipse k der Mittelpunkt und 
zwei konjugirte Durchmesser OP und QB gegeben (Figur 6). 




Fig. 6. 



Wir ziehen die Tangente t und die Normale n in und ausser- 
dem die Tangenten in Q und .ß, welche t in T resp. U schneiden. 
Dann fällen wir von T auf OQ ein Lot und machen seinen 
Schnittpunkt M 2 mit n zum Mittelpunkt des Kreises k 2 . Dem 
Punkt Q von & entspricht ein Punkt Q 2 von k 2 und die zuge- 
hörigen Tangenten, die sich ebenfalls entsprechen, schneiden sich 
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in T Demnach ist T ein Punkt von a , der Axe der Perspek- 
tiven Beziehung zwischen k und Jc%, während die Axe a der 
Perspektiven Beziehung zwischen Ellipse k und Krümmungs- 
kreis k t durch hindurchgeht. Seien nun U, U t , U 2 ent- 
sprechende Punkte in den drei Systemen 27, 2^, 27 2 , so gilt die 
Relation: OU : OU x = TU : Tü 2 , und da OU = j TU ist, 
folgt weiter: U ± = | TCT 2 = \ (0 Z7 + Z7 2 ), d. h. ZJ^ = 
Ui Z7 2 . J7 liegt aber auf der Tangente im Punkte B der 
Ellipse #, folglich liegt Z7 2 auf der Tangente im Punkte B 2 des 
Kreises k 2 und ebenso Z7 X auf der Tangente im Punkte B t des 
Kreises ifcj, wobei Ä, i^, 2? 2 entsprechende Punkte sind. Daraus 
ergiebt sich, dass U 2 resp. U x auf den Loten liegen, die man 
von den Mittelpunkten M 2 resp. M t der Kreise k 2 resp. /^ auf 
OB fällen kann. Somit kann man U 2 konstruiren, U x durch 
Halbiren von UU 2 finden und durch ein von U x auf OB ge- 
fälltes Lot M x auf n ausschneiden. 

Wir können jedoch leicht die bekannte einfache Konstruk- 
tion hieraus ableiten und fällen zu diesem Zwecke von U und O 




*-!% 



Fig. 7- 



die Lote auf QB, deren Fusspunkte K und J sein mögen. Dann 
wollen wir beweisen, dass UM X auf OK senkrecht steht. Es ist 
aber Z7 2 : 0M 2 = OJ:JB und OT : 0M 2 = OJ : JQ, also 
auch: 0U 2 : OT = JQ : JB, oder TU 2 : OT = QB : J\ß, oder 
OU 1 :OT=CB:JB, oder endlich OU x i OU = JK: JB. Nun 
hat man weiter: U x : Oüf x = OJ:BJ, also unter Berücksich- 
tigung der vorigen Relation: U : 0-3^ = ./ : JK. Deshalb 
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sind die Dreiecke A UOM 1 und A OJK ähnlich und es ist UM t 
senkrecht zu OK. Die Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes 
M x erfordert demnach folgende Operationen (Figur 7). Man ziehe 
in die Tangente t und die Normale w, trage auf t die Strecken 
OT= OU = CQ auf und fälle von U das Lot auf die Ver- 
bindungslinie von T mit J, dem Schnittpunkt von n und QR, 
dann schneidet dieses Lot auf n den Mittelpunkt M ± des Krüm- 
mungskreises Jc t aus. 

Endlich seien von einer Hyperbel k mit dem Mittelpunkt. C 
die beiden Asymptoten q und r und der Punkt gegeben 




Fig. 8. 



(Figur 8). Man ziehe in die Tangente t und die Normale n\ 
erstere schneide die Asymptoten q und r respektive in T und CT, 
und es ist bekanntlich OT = U, woraus sich die Lage der 
Tangente t bestimmt. Dann errichten wir in T ein Lot auf q 



16 Clem. Winkler: Ueb. d. Mögliche, d. Einwanderung v. Merallen etc. 

erhöhter Druck, so wie er seine Bildung befördert, auch seinem 
Zerfall entgegenwirkt. 

Es kann ferner nicht unerwähnt bleiben, dass die genannten 
Carbonylverbindungen , wenn sie im Gemisch mit Schwefelwasser- 
stoff oder Phosphorwasserstoff gelinder Erhitzung unterworfen 
werden, die Sulfide, beziehentlich die Phosphide, der darin ent- 
haltenen Metalle absetzen, ein Verhalten, aus dem sich die Ent- 
stehung von Troilit, Magnetkies, Schreibersit erklären Hesse. 
Ebenso würde sich bei Zutritt von Sauerstoff Magnetit bilden 
können. 

Endlich sei darauf hingewiesen, dass auch das natürlich 
vorkommende Platin stets einen Gehalt an Eisen aufweist 1 ) und 
dass andererseits im nickelführenden Magnetkies von Canada das 
Vorkommen von Platin in Gestalt von Sperrylit, Pt As 2 , beob- 
achtet worden ist. Wenn es nun auch bis jetzt an jeder An- 
deutung dafür fehlt, dass das Platin gleich dem Eisen und Nickel 
mit Kohlenoxyd eine flüchtige Verbindung bilden könnte, so darf 
doch nicht übersehen werden, dass es mit diesen Metallen in die 
nämliche Gruppe des periodischen Systems fällt und auch die 
CarbonyPVerbindung des ebenfalls dahin gehörigen Kobalts nicht 
bekannt ist. Gewiss aber ist es eine auffallende Thatsache, dass, 
wenn auch nicht das Platin selbst, so doch das Platinchlorür 
nach Schützenberger 2 ) bei gelindem Erhitzen in einem Strom 
von Kohlenoxydgas in eine leicht flüchtige und leicht zersetzbare 
Platinchlorür- Carbony 1- Verbindung übergeht. 

Wenn nach Vorstehendem die Metallwanderung unter Ver- 
mittelung von Kohlenoxyd erwiesen und auch als geologischer 
Vorgang recht wohl denkbar ist, so wird doch des Weiteren fest- 
zustellen sein, ob irgendwelche Forschungsergebnisse auf ihren 
thatsächlichen Vollzug hindeuten. Das Vorkommen von ge- 
diegenem Eisen auf der Insel Disco und die darüber vorliegenden 
Erhebungen könnten aber hierzu vielleicht am besten Gelegen- 
heit geben. 



i) Vergl. u. A. Alexander Classen, Ber. d. deutsch, ehem. Ges. 
2) Schützenberger, Ann. Chim. Phys. [4] 15, 100 ; 21, 350. 
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K. Hohn: Konstruktion des Krümmungsradius bei einem 
Kegelschnitt durch ßmf Punkte. (Vorgelegt in der Sitzung vom 
5. Februar 1900.) 

Die Konstruktion der Krümmungskreise bei den Kegel- 
schnitten ist schon verschiedentlich aus der Perspektiven Be- 
ziehung zwischen beiden abgeleitet worden. Auch in dem be- 
sonderen Falle, dass von dem Kegelschnitt nur fünf Punkte gegeben 
sind, hat dieser Gedanke Verwendung gefunden und findet sich z. B. 
in dem Lehrbuch der darstellenden Geometrie von Fiedler Bd. 1. 

In der vorliegenden Arbeit wird indess ausser dem Krüm- 
mungskreis noch einer der übrigen, in dem nämlichen Punkt be- 
rührenden Kreise in Betracht gezogen, und sowohl seine Perspek- 
tive Beziehung zu dem gegebenen Kegelschnitt, als auch die 
Beziehung der Aehnlichkeit zwischen ihm und dem Krümmungs- 
kreis studirt. Gerade diese doppelten Beziehungen liefern aber 
die konstruktiv einfachen Resultate. 

Sei Je ein beliebiger Kegelschnitt und irgend ein Punkt 
auf ihm; sei ferner \ sein Krümmungskreis im Punkte und Je% 
einer von den Kreisen, welche Je in berühren. Dann besteht 
sowohl zwischen Je und fc 2 , als auch zwischen Je und \ eine Per- 
spektive Beziehung, deren Centren in beiden Fällen im Punkte 
liegen und deren Axen zu einander parallel laufen. Um das 
letztere einzusehen, bedenke man nur, dass die beiden Kreise Jc t 
und & 2 ähnlich liegen vom Punkte aus als Aehnlichkeitscen- 
trum. Nun gehören die drei Kurven fc, \ und Je% drei ebenen 
Systemen E, E± und 2 2 respektive an, von denen S x und 2 2 vom 
Centrum aus ähnlich liegen, während beide Systeme zu 2 
perspektiv liegen und zwar ebenfalls aus dem Centrum 0. Durch 
drei entsprechende Punkte P, P t und P 2 in den drei Systemen 
ist die ähnliche Beziehung 31 zwischen 2 t und 2 2 und die Per- 
spektive Beziehung 5ß" zwischen E und 2 2 gegeben, sobald man 
und die Axe a" der Perspektive Sß" kennt (Figur 1). Sind 
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SITZUNG VOM 26. FEBRUAR 1900. 

Vortrag hielt: 

Herr 0. Höldek, o. M.: Vorlegung einer Abhandlung von Herrn Hein- 
rich Liebmann über einen Satz über endliche einfach zusammen- 
hängende Flächenstücke negativer Krümmung. 

Heinrich Liebmann: Em Satz über endliche einfach zu- 
sammenhängende Flächenstücke negativer Krümmimg. (In der Sitzung 
vom 26. Februar 1900 vorgelegt durch Herrn 0. Holder, 0. M.) 

§ 1. Vorbemerkungen. 

1. Während die Untersuchung des Verhaltens der Flächen 
bei Verlegungen seit Gauss zu einer besonderen wissenschaft- 
lichen Disciplin herangewachsen ist, hat man die spezielle Frage, 
unter welchen Umständen man ein endliches Flächenstück ver- 
biegen kann, bisher noch wenig in Angriff genommen. Vielmehr 
sind in dieser Hinsicht wohl erst zwei Sätze aufgestellt und be- 
wiesen worden: 

a) Der JELLET'sche Satz: Die Haupttangentenkurven sind die 
einzigen Kurven, welche bei der Verbiegimg einer Fläche starr bleiben 
können, ohne dass die Verbiegimg eine Bewegung zu sein braucht. 1 } 

An diesen JELLET'schen Satz schliessen sich eine Reihe von 
weiteren Untersuchungen über die Aufgabe: Eine Fläche so zu 
verbiegen, dass eine bestimmte der Fläche angehörige Kurve in 
eine vorgegebene Kurve übergeht. 

b) Der MiNDiNG'sche Satz: Geschlossene Flächen positiver 
Krümmung lassen sich nicht verbiegen. 2 ) 

1) J. Jellet. On the properties of inextensible surfaces. Irish Acad. 
Trans. XXII, 1855, p. 343 ff. — Einen neuen Beweis hat Weingarten 
gegeben: Ueber die Deformationen einer biegsamen unausdehnbaren 
Fläche. Crelle's Journal 100 (1886) p. 296fr 

2) E. Minding. Über die Biegung krummer Flächen. Crelle's Journal 
18 (1838) p. 3650*. An dieser Stelle ist der Satz ohne Beweis ausge- 
sprochen. Einen Beweis habe ich gegeben in meiner Habilitationsschrift: 
Über die Verbiegung geschlossener convexer Flächen. Leip- 
zig 1899. 
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2. An diesen MiNDiNo'schen Satz knüpft sich nun eine ganz 
bestimmte Frage: Da ja ein hinreichend kleines Flächenstück 
immer verbogen werden kann 1 ), eine geschlossene Fläche positiver 
Krümmung aber nicht, so entsteht die Frage: Welche Grösse darf 
ein Flächenstück nicht überschreiten, wenn es möglich sein soll, 
dasselbe zu verbiegen? 

Diese Frage soll hier für den Fall einfach zusammenhängen- 
der Flächenstücke constanter positiver Krümmung beantwortet 
werden. Wir brauchen dazu einen Hülfssatz über einfach zu- 
sammenhängende Flächenstücke negativer Krümmung, welcher 
dann noch eine andere Anwendung auf Flächen positiver Krüm- 
mung gestattet. 

§ 2. Einfach zusammenhängende Flächenstücke negativer Krümmung. 

i. Der zu beweisende Hülfssatz bezieht sich auf das sphä- 
rische Bild eines Flächenstücks, welches man nach Gauss mit 
Hülfe der Abbildung durch parallele Normalen erhält. 2 ) 

Er lautet so: 

Das eindeutige sphärische Büd eines endlichen, einfach zu- 
sammenhängenden Flächenstäckes negativer Krümmung kann die 
Halbkugel nicht überschreiten. 

Um Missverständnisse zu vermeiden, sei noch eine Erklärung 
hinzugefügt: An Flächeninhalt darf das sphärische Bild wohl die 
Halbkugel übertreffen, aber es muss so beschaffen sein, dass es 
keinen grössten Kreis ganz enthält (wie dies z. B. der Fall ist, 
bei dem grösseren der beiden Stücke, in welche ein Parallelkreis 
die Kugel zerlegt, dessen Radius von dem Kugelradius ver- 
schieden ist). 

Ferner wird ausdrücklich hervorgehoben, dass das sphärische 
Bild der Fläche eindeutig zugeordnet ist, weil gerade dieser Fall 
in Betracht kommt. Die Frage, ob die Zuordnung überhaupt 
anders als eindeutig sein kann, welche übrigens wahrscheinlich 
verneinend zu beantworten ist, möge hier offen bleiben. 3 ) 

i) Das gilt wenigstens für zwei dimensionale Flächen im R t . Im 
übrigen (für Räume von mehr als drei Dimensionen) vgl. man die Ar- 
beiten von Schür in Band XXIII und XXTV der Math. Annalen. 

2) Vgl. Bianchi, Differentialgeometrie, deutsch v. Lukat (Leipzig 
1899) p. n8ff. 

3) Dass bei Flächen positiver Krümmung die Beziehung zwischen 
der Fläche und ihrem sphärischen Bild eine umkehrbar eindeutige ist, 
hat Hadamard bewiesen. Journal de Mathematiques V, 3. 1897 p. 352. 
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2. Der Beweis des Satzes wird nun indirect geführt, und 
zwar mit Hülfe des WEiERSTRASs'schen Satzes vom Maximum 
einer stetigen Function. 

Wir wollen annehmen, es existierte ein solches Flächenstück 
negativer Krümmung, welches alle in i genannten Eigenschaften 
in sich vereinigt. Wir bezeichnen dann die Randkurve desselben 
mit S. Dem Rande S entspricht bei der GAuss'schen Abbildung 
auf der Kugel eine Kurve #', welche ganz auf einer Halbkugel 
liegt und — wegen der Eindeutigkeit der Zuordnung — keinen 
Doppelpunkt hat. Zeichnen wir nun, was nach Voraussetzung 
möglich ist, auf dem sphärischen Bild einen grössten Kreis K\ 
welcher S' nicht schneidet, so entspricht diesem auf der Fläche 
eine Kurve JT, welche S nirgends trifft, und welche keinen Doppel- 
punkt hat. Durch K wird das Flächenstück in zwei Teile zer- 
legt — einen einfach zusammen- 
hängenden inneren Teil und einen 
ringförmigen Randteil, zwischen K 
und B gelegen. 

Ferner berührt die Fläche längs 
K einen Cylinder, dessen Mantellinien 
senkrecht auf der Ebene des Kreises 
K' stehen. 

3. Dies vorausgeschickt kann man 
nun den gewünschten Satz leicht be- 
weisen. 

Wir müssen nur noch auf dem 
Cylinder zwei Richtungen unter- 
scheiden. Er wird ja durch K in 
zwei Teile zerlegt, derart dass das 
Innere des Flächenstücks negativer 
Krümmung in der Umgebung 1 ) von 
K ganz dem einen Teil (i), der Rand 
ganz auf dem anderen Teil (r) liegt. (Vgl. Fig. 1.) 

Entsprechend nennen wir die beiden Richtungen der Mantel- 
linien, welche sich um 180 unterscheiden, die Richtung nach 
dem Inneren und die Richtung nach dem Aeusseren des Flächen- 
stückes. 

Nun suchen wir denjenigen Punkt von ÜT, welcher am 




Fig. i. 



1) Weil der Cylinder die Fläche berührt. 
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weitesten nach der inneren Seite hin gelegen ist. Mindestens ein 
solcher Punkt muss, nach dem WEiERSTRASs'schen Satz existieren. 

Durch 1* legen wir eine Ebene (E) senkrecht zur Richtung 
der Mantellinien des Cylinders. Sie hat jedenfalls den Punkt 
I k mit K gemein und die Randkurve liegt ganz auf der einen 
Seite der Ebene. 

Ausserdem aber befinden sich noch jenseits desselben nach i 
hin Punkte der Fläche und zwar Punkte des inneren Teiles. Da 
aber die Fläche ganz im Endlichen bleibt, so müsste es einen 
Punkt geben, welcher den grössten Abstand von E hat in der 
Richtung i. Diese Maximumseigenschaft ist aber mit der voraus- 
gesetzten negativen Krümmung nicht vereinbar; es ergiebt sich 
ein Widerspruch, der nur durch die Annahme gelöst werden kann, 
dass der Satz i richtig ist. 

4. Zum Beweis des Satzes sind nicht alle genannten Voraus- 
setzungen nötig; es kann verzichtet werden auf die Annahme, dass 
die Fläche überall regulär ist. Notwendig ist nur das eindeutige 
Entsprechen der Fläche und der Kugel und die anderen Voraus- 
setzungen, vor allem die negative Krümmung; doch darf letztere 
in weiterem Sinn verstanden werden. Es ist nämlich gar nicht 
notwendig, dass (wie in einem regulären Punkt) eine bestimmte 
Tangentialebene vorhanden ist; es genügt vollkommen, wenn in 
allen Punkten die Fläche die Eigenschaft hat, dass sie von jeder 
beliebigen, diesen Punkt enthaltenden Ebene zerschnitten wird. 
— Dann bleiben nämlich alle Schlussfolgerungen ungeändert. 
Auch braucht die Eindeutigkeit nur insofern zu bestehen, als 
einem bestimmten Flächenelement der Kugel ein bestimmtes 
Flächenelement der Fläche negativer Krümmung entspricht: d. h. 
die Fläche negativer Krümmung darf sich selbst durchdringen, 
es müssen dagegen die Normalen der Fläche den Radien der 
Kugel umkehrbar eindeutig zugeordnet sein. 

Wir erhalten also den Zusatz: 

Der in Nr. 1 ausgesprochene Satz behält seine Gültigkeit 
auch für Flächen, welche einzelne Punkte oder Linien haben, in 
denen die Fläche aufhört, regulär zu sein, aber doch den Character 
der negativen Krümmung beibehält: Auch genügt es, wenn die 
Zuordnung der Normalen — nicht die der Punkte — eindeutig ist. 

5. Als Beispiel möge die Ringfläche genannt werden, welche 
durch Rotation eines Kreises um eine in seiner Ebene gelegene 
ihn nicht schneidende Achse entsteht. 
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Das ganze sphärische Bild des negativ gekrümmten Teils 
dieser Fläche bedeckt die Kugel mit Ausnahme zweier gegenüber- 
liegender Punkte, welche den beiden auf dem Bing gelegenen 

Kurven entsprechen, längs 
deren die Krümmung gleich 
Null ist. Diese Kurven sind 
bekanntlich zwei dem Bing 
angehörige Parallelkreise p t 
und p 2 (vgl. die Figur 2). 
Das sphärische Bild dieses 
negativ gekrümmten Flächen- 
teils, und daher auch das 
sphärische Bild eines — übrigens noch so grossen — einfach 
zusammenhängenden Teiles desselben hat also in der That die in 
Nr. 3 bewiesene Eigenschaft, keinen grössten Kreis zu enthalten. 1 ) 

§ 3. Anwendungen anf Flächen constanten positiven 

Krümmungsmaasses. 

1. Construiert man zu einer Fläche constanten positiven 
Krümmungsmaasses (= l) die innere Parallelfläche im Abstand 1, 
so erhält man eine Fläche, welche nach Bonnet 2 ) constante nega- 
tive mittlere Krümmung hat (= — -|)- ^ ir bezeichnen sie mit 
dem Namen „Kernfläche". Die Kernfläche kann singulare Punkte 3 ) 
haben; sjß entsprechen den Nabelpunkten der ursprünglichen Fläche 
und haben die Eigenschaft, dass in ihnen die abgeleitete „Kern- 
fläche" den Character der negativen Krümmung nicht verliert. 4 ) 

2. Nehmen wir nun an, es existierte ein Flächenstück con- 
stanten positiven Krümmungsmaasses, welches einfach zusammen- 
hängend ist, keine singulären Punkte hat und dessen sphärisches 
Bild einen grössten Kreis enthält, so wird die aus diesem Stück 



1) Zu der sphärischen Abbildung wird man auch in der darstellen- 
den Geometrie geführt, bei dem sogenannten „Kugelverfahren" zur Be- 
stimmung der Tsophoten einer Fläche. Dabei benützt man direct die 
sphärische Abbildung. In Rohn und Papperitz, Lehrbuch der d. Gr. 
Band II. Leipzig 1896, p. 499 ist die Rinsffläche behandelt. 

2) Vgl. Bianchi, Differentialgeometrie, übersetzt v. Lukat. (Leipzig 
1898) p. 473- 

3) Vgl. H. Libbmahn, Eine neue Eigenschaft der Kugel. (Göttinger 
Nachrichten 1899 p. 44). Diese Arbeit wird im Folgenden mit „K" 
citiert. 

4) „K". § 4. 
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abgeleitete Kernfläche alle in § 2, Nr. 1 genannten Eigenschaften 
in sich vereinigen: Erstens hat auf dem sphärischen Bild, welches 
ja mit dem sphärischen Bild des Flächenstückes constanten posi- 
tiven Krümmungsmaasses identisch ist, ein grösster Kreis Platz, 
zweitens ist natürlich die Beziehung zwischen der Kernfläche und 
ihrem sphärischen Bild eine umkehrbar eindeutige 1 ), drittens 
endlich hat die Kernfläche in ihren regulären Punkten negative 
Krümmung, in den singulären den Character der negativen 
Krümmung. 

3. Nur wenn die ursprüngliche Fläche eine Kugel ist, redu- 
ciert sich die Kernfläche auf einen Punkt. Ist ersteres nicht der 
Fall, so ergeben sich, wie Nr. 2 dieses Paragraphen gezeigt hat, 
für das aus ihr abgeleitete Stück der Kernfläche Eigenschaften, 
welche nach § 2, 3 sich widersprechen. 

Also ist die Annahme, von der wir ausgingen, falsch, und 
wir erhalten den Satz: 

Ein einfach zusammenhängendes Stück einer Fläche constanten 
positiven Krümmung smaasses, dessen sphärisches Bild einen grössten 
Kreis enthält, muss notwendig selbst ein Stück einer Kugelober- 
fläche sein. 

Oder: 

Em einfach zusammenhängendes Stück einer Kugeloberfläche, 
welches einen grössten Kreis enthält, lässt sich nicht verbiegen. 

Könnte man nämlich ein solches Kugelstück verbiegen, so 
würde beider Verbiegung im ersten Moment ein Flächenstück 
constanten positiven Krümmungsmaasses entstehen, welches die im 
vorigen Satz genannten Eigenschaften in sich vereinigen müsste. 

4. Jedes Stück einer Kugeloberfläche dagegen, welches ganz 
innerhalb eines grössten Kreises liegt, lässt sich verbiegen. Man 
kann daraus nämlich, wie wir sogleich sehen werden, leicht ein 
Stück einer Rotationsoberfläche constanten Krümmungsmaasses er- 
halten, deren Querschnitt dem zweiten der von Minding gegebenen 
Typen entspricht. 2 ) 

Die Flächen von diesem Typus kann man nämlich herstellen 
durch Verbiegung eines von zwei parallelen Kreisen mit übrigens 
beliebig kleinem Radius begrenzten Zone, welche etwa längs eines 

1) Wenn den Normalen ein bestimmter Sinn beigelegt wird, ist 
die Zuordnung zwischen einer regulären Fläche positiver Krümmung 
und irgend einer Parallelfläche immer umkehrbar eindeutig. 

2) Bianchi, Differentialgeometrie p. 199, Fig. 6. 

Math.-phys. Classe 1900. 3 
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Meridians aufgeschnitten ist. Auf einer solchen Zone hat aber 
ein einfach zusammenhängendes Stück der Kugeloberfläche von 
der Form, wie es oben beschrieben wurde, vollkommen Platz — 
also lässt sich das Stück verbiegen. 

5. Genau dieselben Betrachtungen können wir auch auf 
Flächen constanter mittlerer Krümmung (= -f- i) anwenden, 
deren GAuss'sches Krümmungsmaass positiv ist. Ihnen kann man 
nämlich, indem man auf den Normalen nach innen das Stück 1 
abträgt, Flächen negativer Krümmung zuordnen, die auch nirgends 
den Character der negativen Krümmung verlieren. 1 ) 

Man gelangt dann durch ganz analoge Schlussfolgerung 
wieder zu dem Satz: 

Die Kitgel ist die einzige Fläche positiven GrAuss'schen 
Krümmungsmaasses und constanter mittlerer Krümmung, welche 
die Eigenschaft hat, dass es auf ihr einfach zusammenhängende 
Flächenstücke giebt, deren sphärische Bilder einen grössten Kreis 
ganz enthalten. 

Analog wie in 4 kann man auch zeigen, dass ein kleineres 
Flächenstück, dessen sphärisches Bild ganz innerhalb eines grössten 
Kreises liegt, nicht notwendig einer Kugeloberfläche anzugehören 
braucht. 

6. Die in Nr. 4 und 5 dieses Paragraphen bewiesenen Sätze 
ergänzen die früher aufgestellten; es ergeben sich aber noch eine 
Reihe von weiteren Fragen, auf welche noch kurz hingewiesen 
werden soll: Kann man ein einfach zusammenhängendes Stück 
der Kugeloberfläche, welches keinen grössten Kreis enthält, aber 
trotzdem nicht innerhalb eines grössten Kreises liegt, verbiegen? 

Das geht jedenfalls in sehr vielen Fällen, beispielsweise bei 
einer längs eines Meridiankreises aufgeschnittenen Kugelzone. 

Ferner bleibt die Frage offen: 

Welche Gestalt haben die mehrfach zusammenhängenden 
Stücke einer Kugeloberfläche, welche sich verbiegen lassen? 

§ 4- Eine Eigenschaft der Ovaloide. 

1. Construiert man zu einer beliebigen Fläche im Abstand a 
die Parallelfläche, so bestehen zwischen den Krümmungsradien Q t q 2 
der Hauptschnitte dieser Parallelfläche und den entsprechenden 
Radien r x r % der ursprünglichen Fläche bekanntlich die Relationen 

s ■ — ■ ■ 

1) „K". § S- 
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q 1 =r 1 — a 

Q2 = r 2 — a 

Nehmen wir nun im Speziellen als ursprüngliche Fläche ein 
Ovaloid, so können wir aus dem genannten Satz verschiedene 
Folgerungen ableiten. 

2. Wir wollen einmal annehmen, es gäbe ein Ovaloid ohne 
Nabelpunkte, derart also, dass r x und r 2 nirgends einander gleich 
werden. Wegen des einfachen Zusammenhangs der Fläche können 
dann r t und r 2 als Functionen auf der Fläche betrachtet werden, 
welche eindeutig sind, und man kann z. B. annehmen, dass immer 

r i > *Y 

Wenn wir jetzt eine Grösse a so bestimmen, dass r x immer 
grösser als a, r 2 dagegen immer kleiner als a ist, und wir con- 
struieren im Abstand a die innere Parallelfläche des Ovaloides, 
so ist von den Hauptkrümmungsradien 

Qi = r i — <* 
Qs = r 2 — - a 

der eine immer positiv, der andere dagegen immer negativ. Die 
Parallelfläche also hat überall negative Krümmung. Ausserdem 
aber muss sie immer im Endlichen bleiben. Diese Eigenschaften 
sind aber miteinander nicht verträglich, und es kann also die 
Relation r 2 > r x nicht überall erfüllt sein. 

Hieraus folgt: 

Ein Ovaloid hat immer mindestens einen Nabelpunkt. 

3. Diesen ziemlich einfachen Satz kann man nun mit Hülfe 
von § 2 noch genauer präcisieren dahin: 

Ein Flächenstück positiver Krümmung, welches einfach zu- 
sammenhängend ist, und dessen sphärisches Bild einen grössten 
Kreis enthält, muss notwendig einen Nabelpunkt enthalten. 

Zunächst nämlich überdeckt das sphärische Bild die Kugel 
einfach (§ 2, Anmerkung 3). Dasselbe gilt natürlich auch für jede 
Parallelfläche. Wenn nun in einem Bereich die Bedingung r 2 > r x 
erfüllt ist, so kann man eine Parallelfläche im Abstand a, welcher 
in dem betreffenden Bereich die Bedingung r 2 > a>r t erfüllt, con- 
struieren. Diese Fläche hat negative Krümmung, und wir erhalten 
also ein Flächenstück negativer Krümmung, dessen sphärisches Bild 
einen grössten Kreis enthält, was nach § 2 unmöglich ist. 

Damit ist der Satz bewiesen. 
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4. Es folgt noch daraus der weitere Satz: 

Ein Ovaloid hat mindestens zwei Nabelpimkte, wnd wenn es 
nur zwei Nabelpwnkte hat, so sind die Tangentialebenen in ihnen 
parallel. 

Bestände nämlich dieser Satz nicht, sondern hätte die Fläche 
nur zwei Nabelpunkte derart, dass die sphärischen Bilder der- 
selben nicht entgegengesetzte Pole der Kugel sind, so könnte 
man um die Nabelpunkte ein einfach zusammenhängendes Gebiet 
abgrenzen, derart dass das sphärische Bild des übrigen Teiles 
der Fläche, welcher frei von Nabelpunkten ist, einen grössten 
Kreis enthielte. Man käme also auf den in § 2 auseinander- 
gesetzten Widerspruch. 

Beispiele von solchen Flächen mit nur zwei Nabelpunkten 
sind die geschlossenen Rotationsflächen positiver Krümmung, 
welche in der That zwei Nabelpunkte mit parallelen Tangential- 
ebenen besitzen, nämlich die Punkte, in denen die Fläche von 
der Rotationsachse geschnitten wird. 
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SITZUNG VOM 7. MAI 1900. 

Vorträge hielten: 

Herr Hermann Credner, o. M. : Die seismischen Erscheinungen im König- 
reiche Sachsen während der Jahre 1898 und 1899 bis zum Mai 1900. 

Herr Heinrich Bruns, o. M. : Vorlegung einer Abhandlung von Herrn 
F. Hausdorff: Zur Theorie der Systeme complexer Zahlen. 

Hermann Credner: Die seismischen Ersöheintmgen im König- 
reiche Sachsen während der Jahre 1898 und 1899 bis zum Mai 1900. 
(Vorgelegt in der Sitzung vom 7. Mai 1900.) 

Die lange Reihe der in dem Zeitraum von 1875 bis 1897 
zu unserer Kenntniss gelangten sächsischen Erdbeben 1 ) fand ihren 
Abschluss durch den Erdbebenschwarm im October und November 
des letztgenannten Jahres, dessen Hunderte von z. Th. erschreckend 
heftigen Erschütterungen sich auf eine 37tägige Periode ver- 
theilten und dessen kräftigste Stösse sich vom Vogtlande aus 
weit über dasselbe hinaus bis in das Erzgebirge, den Kaiserwald, 
das Tepler Hochland und das Fichtelgebirge fortpflanzten. 

Seit diesem für Centraleuropa abnormen seismischen Er- 
eignisse hat sich in dem sächsisch-böhmischen Schüttergebiete 
wenigstens makroseismisch ein Zustand grösserer Buhe eingestellt. 
Wenn auch heute über 13 Erderschütterungen berichtet werden 
kann, welche sich seit Beginn des Jahres 1898 bis zum Januar 
1900 innerhalb der Grenzen Sachsens abgespielt haben, so be- 
sassen doch dieselben ausnahmslos eine nur locale Ausdehnung 
und meist nur einen sehr geringen Stärkegrad. Aus diesen 
Gründen wäre die Mehrzahl dieser seismischen Erscheinungen 
wohl kaum zu unserer Kenntniss gelangt, wenn nicht im No- 



1) H. Credner. Die sächsischen Erdbeben während der Jahre 1889 
bis 1897, insbesondere das sächs.-böhm. Erdbeben vom 24. Oct. bis 
29. Nov. 1897. Abhandl. d. math.-phys. Cl. d. Kgl. Sachs. Ges. d. 
Wiss. B. XXIV. No. IV. Leipzig 1898. 
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vember des Jahres 1898 ein Netz von Beobachtungsstationen ge- 
schaffen worden wäre, das sich über ganz Sachsen und nament- 
lich dicht über dessen Gebirgsland ausbreitet und deren Referenten 
bestrebt gewesen sind, Kunde auch von der geringsten Erd- 
erschütterung zu erlangen und an die Centralstelle in Leipzig zu 
übermitteln. Mit dieser strafferen Organisation des Erdbeben- 
dienstes, über welche binnen kurzem Bericht erstattet werden 
soll, steht augenscheinlich die Thatsache in causalem Zusammen- 
hange, dass sich seitdem die jährliche Durchschnittszahl der uns 
zur Kenntniss gebrachten Beben vervierfacht hat und dass es 
gerade minimale, früher wohl vernachlässigte Erschütterungen 
sind, die diesen Zuwachs bedingen. 

Die sächsischen ErderscMtterungen im Jahre 

1898. 

Am 8. Januar. 

1. Erschütterungen im oberen Vogtlande. 

In dem die Ortschaften Hundsgrün, Ebersbach, Obertriebel 
und Untereichigt tragenden, westlich der Weissen Elster sich er- 
hebenden Berggebiete des oberen Vogtlandes wurde am 8. Januar 
früh 3 Uhr ein leichter Erdstoss bemerkt, dem gegen 7 Uhr ein 
zweiter folgte (Eef. Herr 0. Hartenstein in Ebersbach). Das 
von diesen schwachen Erschütterungen betroffene Areal besteht 
aus Thonschiefern und contactmetamorphen Fruchtschiefern des 
oberen Cambriums, innerhalb deren sich grössere Dislocationen 
nicht bemerklich machen. 

Am 3. Februar. 

2. Erschütterungen im oberen Vogtlande. 

Gegen Mitternacht vom 2. zum 3. Februar wurde in Adorf 
unterirdisches Donnerrollen und in der Frühe des 3. Februar h. 2 
und h. 2.45 je eine schwache Erderschütterung wahrgenommen 
(Vogtländischer Anzeiger). 

Am 14. und 15. December. 
8. Beben im oberen Vogtlande. 

Nachdem bereits am Nachmittage des 14. December in 
Unterwürschnitz ein leichter Erdstoss verspürt worden war, macht 
sich Abends h. 6.27 in Adorf, Unterwürschnitz und Oelsnitz eine 
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wellenförmig schwankende Erderschütterung bemerklich, die mehrere 
Secunden andauert. In derselben Nacht und zwar h. 1.25 er- 
folgen in Adorf 4 Stösse kurz nach einander, die stark genug 
sind, Schlafende zu erwecken und die mit unterirdischem Donner- 
rollen verknüpft sind (Ref. Herr Ad. Kaiser in Adorf und Herr 
E. Schmidt in Oelsnitz). 

Adorf, Unterwürschnitz und Oelsnitz liegen auf einer SO-NW- 
Linie von 11 km Länge, an den Gehängen des hier auffällig 
geradlinig verlaufenden Elsterthaies. Dieses durchschneidet von 
SO nach NW zunächst die regelmässig nach NW fallenden Schiefer- 
complexe der Phyllitformation und des Cambriums, um dann bei 
Oelsnitz in das von Verwerfungen zerrüttete, tektonisch höchst 
complicirte Gebiet des Silurs und Devons einzutreten. 

Am 31. December. 
4. Erdbeben im oberen Vogtlande. 

Die bereits durch die seismischen Ereignisse der Vorjahre 
als chronisches Schüttergebiet gekennzeichnete Gegend von Bram- 
bach erleidet am 31. December früh h. 2.10 eine ziemlich heftige 
wellenförmige Erschütterung, die mit gleichzeitigem unterirdischem 
Kollern verbunden und von einem mehrere Secunden andauernden 
Erzittern des Erdbodens gefolgt ist. Die Erbebung macht Fenster 
klirren und Schlafende erwachen und äussert sich innerhalb einer 
sich in nordsüdlicher Richtung von Rohrbach über Brambach nach 
Schönberg erstreckenden, schmalen, etwa 15 km langen Zone, die 
schon wiederholt der Schauplatz localer Erschütterungen gewesen 
ist (Ref. Herr Renz in Brambach und Herr Werner in Schön- 
berg). 

1899. 

Am 12. und 15. Januar. 
5. Erzitterungen im Vogtlande. 

In Markneukirchen wird am 12. Januar Abends h. 5 ein 
einmaliges, — h. 8 ein dreimaliges, — h. 10 wiederum ein ein- 
maliges, mit leicht zitternder Bewegung verknüpftes unterirdisches 
Rollen bemerkt. Herr Mechaniker Scherffig beobachtet, wie im 
Anschluss an das aus der Tiefe kommende Geräusch die auf 
seinem Tische stehende Magnetnadel in Schwankungen geräth und 
erst nach 5 Minuten wieder zur Ruhe gelangt. Die nehmliche 
Erscheinung wiederholte sich am 15. Januar vormittags h. 10. 
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Es ist zu erwarten, dass sich ähnliche seismische Erschei- 
nungen auf einem grösseren Gebiete des Vogtlandes abgespielt 
haben, aber hier bei dem minimalen Stärkegrade der Erschütte- 
rungen nicht aufgefallen sind. 

Am 25. Januar. 
6. Erderschütterung in Adorf im Vogtlande. 

Von verschiedenen Bewohnern der Stadt Adorf wird in der 
Nacht vom 24. zum 25. Januar früh gegen 2 Uhr ein Beben 
verspürt, welches sich aus 3 rasch auf einander folgenden Stössen 
mit unterirdischem Rollen zusammensetzt und die Fensterscheiben 
erklirren macht (Ref. Herr Ad. Kaiser in Adorf). 

Am 1. März. 
7. Erdstoss in Flauen im Vogtlande. 

In Plauen erfolgt am 1. März Abends h. 6.10 ein ziemlich 
heftiger Erdstoss, welcher Möbel und Wirthschaftsgeräth in Be- 
wegung versetzt (Ref. Herr E. Weise in Plauen). 

Am 16. August. 

8. Erdstösse in Neustadt bei Stolpen. 

In Neustadt werden von mehreren Einwohnern am 1 6. August 
früh h. 2 zwei von aus der Tiefe kommendem Donnergepolter 
eingeleitete, mit einem Zeitzwischenraume von 7 bis 8 Secunden 
auf einander folgende Erdstösse verspürt, durch welche Einzelne 
aus dem Schlafe erweckt werden (Ref. Herr Wolff in Pirna 
und Herr Scheibner in Neustadt). 

Die Stadt liegt auf dem dem Lausitzer Granit aufgelagerten 
Diluvium. Tektonische Störungen sind in dem dortigen Grund- 
gebirge nicht nachweisbar. 

Am 4. November. 

9. Erdbeben in Flauen im Vogtlande. 

Am 4. November früh h. 3 wurde in Plauen ein donner- 
artiges Rollen vernommen, welches aus NW zu kommen schien, 
rasch und stark anschwoll, um sich dann wieder zu verlieren. 
Mit demselben war ein heftiges Erzittern verbunden, dem ein 
wellenförmig verlaufender kräftigerer Stoss folgte (Ref. Herr 
E. Weise in Plauen). 
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Am 27. und 28. November. 
10. Erdbeben im oberen Vogtlande. 

Die chronische Schütterzone Brambach-Schönberg wird am 

27. November früh h. 12.15 una * n - 5- 2 ° durch je eine, am 

28. November Nachmittags h. 5 von 2 rasch auf einander folgen- 
den, etwas stärkeren Erbebungen betroffen. Die seismische Be- 
wegung offenbart sich in Form ziemlich kräftiger wellenförmiger 
Stösse in der Himmelsrichtung SO-NW mit gleichzeitigem unter- 
irdischem Rasseln und gefolgt von bis 5 Secunden andauernder 
Erzitterung des Erdbodens. In Brambach klirren in Gebäuden 
leichterer Bauart die .Fenster, in Schönberg gerathen Möbel und 
Betten in's Schwanken, Fenster und Küchengeräthe klappern (Ref. 
Herr Renz in Brambach und Herr Werner in Schönberg). 

Am 16. December. 
11. Beben im oberen Vogtlande. 

Wiederum in Schönberg erfolgten am 16. December früh 
h. 2.5 und Abends h. 7 jedesmal 2 von dumpfem Donnerrollen 
begleitete Erschütterungen, stark genug, um geöffnete Thüren in 
Bewegung zu setzen (Ref. Herr Wernrr in Schönberg). 

1900. 

Am 9. Januar. 

12. Erdstösse im oberen Vogtlande. 

Von Neuem vollziehen sich in Brambach und dessen Nachbar- 
orten Schnecken, Fleissen, Rohrbach und Oberbrambach seismische 
Vorgänge, durch welche die genannten Orte am 9. Januar früh 
h. 12.15, — h. 1.30, — h. 3.5 und h. 3.45 durch ziemlich 
kräftige Stösse erschüttert werden (Ref. Herr Renz in Brambach). 

Am 17. Januar. 

13. Erdstösse im oberen Vogtlande. 

Bereits am 17. Januar äussern sich abermals in Brambach 
und seiner Umgebung leichte Erdstösse und zwar früh h. 4, — 
Mittags h. 12 und h. 12.30, — Nachmittags h. 3.30 und Abends 
h. 9 (Ref. Herr Renz in Brambach). 



Die an meine auf Seite 37 citirte Beschreibung der „säch- 
sischen Erdbeben während der Jahre 1889 bis 1897" angeknüpften 
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seismogenetischen Erörterungen über die in dem 22 jährigen Zeit- 
abschnitte von 1875 bis 1897 innerhalb Sachsens beobachteten 
Erderschütterungen haben zur Feststellung folgender Thatsachen 
gefuhrt: 

1. Von den in diesem Zeiträume registrirten 38 Beben con- 
centriren sich nicht weniger als 22 und unter diesen die inten- 
sivsten Erschütterungen auf das Vogtland, während sich die 
übrigen 16 über die verschiedensten anderen Gebiete des König- 
reiches vertheilen. Das Vogtland stellt also ein chroni- 
sches Schüttergebiet vor (1. c. S. 391). 

2. Von diesen 38 sächsischen Erdbeben fallen 29 und unter 
denselben von den 22 vogtländischen Beben nicht weniger als 16 
in die herbstlich-winterliche Zeit von Mitte September bis 
Anfang März und zwar gehören diesem Zeitabschnitte zugleich 
die kräftigsten Erschütterungen an (1. c. S. 393). 

3. Jene 38 sächsischen Erdbeben haben sich mit wenig Aus- 
nahmen in dem nächtlichen Tagesabschnitt zwischen 8 Uhr 
Abends und 8 Uhr Morgens, vorzugsweise aber in den Stunden 
nach Mitternacht ereignet (1. c. S. 394). 

Eine Bestätigung findet diese anscheinende Gesetzmässigkeit 
der seismischen Vorgänge innerhalb Sachsens durch die Thatsache, 
dass auch die nach Erzielung der obigen Sätze, also die seit 
Abschluss des Jahres 1897 bis zum Mai 1900 beobachteten 
13 Erdbeben genau den nehmlichen räumlichen und zeitlichen 
Beschränkungen unterworfen sind, wie diejenigen der Vorjahre: 

1) von diesen 13 Erderschütterungen äusserten sich nicht 
weniger als 12 im Vogtlande und nur eine einzige (No. 8) 
ausserhalb desselben; 

2) diese 12 vogtländischen Beben fallen ausnahmslos in 
den winterlichen Zeitabschnitt, nehmlich in die Monate 
December bis März, nur die einzige, unbedeutende ausservogt- 
ländische Erschütterung No. 8 ereignete sich im August; 

3) die bei weitem meisten der 41 makroseismischen Einzel- 
stösse obiger 13 Beben, nehmlich 29 gehören dem nächtlichen 
Tagesabschnitte und zwar wesentlich den Stunden nach Mitter- 
nacht an. 

Die letztjährigen Erfahrungen auf dem Gebiete sächsischer 
Seismologie stehen sonach in vollstem Einklang mit denjenigen 
der vorhergegangenen 22 Jahre. 



Druckfertig erklärt 18. V. 1900.] 



F. Hausdorff: Zur Theorie der Systeme complexer Zahlen. 
(Vorgelegt durch Herrn H. Bruns, o. M., in der Sitzung vom 
7. Mai 1900.) 

Im Folgenden soll eine, soviel mir bekannt, noch nicht be- 
merkte Eigenschaft der Systeme complexer Zahlen auseinander- 
gesetzt werden, darin bestehend, dass jeder Typus eines solchen 
Systems zu einer gewissen Gruppe linearer Substitutionen und 
damit zu einem ganz bestimmten neuen System complexer Zahlen, 
dem „Indexsystem" des erstgenannten, Anlass giebt. Besass das 
gegebene System n unabhängige Einheiten, so liegt die Zahl der 
Einheiten des Indexsystems zwischen n und r? und kann beide 
Extreme erreichen; die untere Grenze n characterisirt die commu- 
tativen, die obere n 2 die „ursprünglichen" Zahlensysteme. 

Es seien e t e 2 . . . e n die Einheiten (d. h. n linear unabhängig 
gewählte Zahlen) eines complexen Zahlensystems. Irgendwelche 
andere Zahlen des Systems werden wir in der Form 

x = h € i + %* e 2 H h £»** = ^& e » ' 

a = a l € 1 + <**% + * • * + a * e n =^j <*i e i 

% 

schreiben; die Componenten §,-, a t - sind reelle oder gewöhnlich 
complexe Zahlen. 1 ) Wir machen die üblichen Voraussetzungen: 
die Addition ist commutativ und associativ, die Multiplication 
ist der Addition gegenüber distributiv, lässt vermöge der Multi- 
plicationsregeln 

(1) e»ejb= y t yikmem (f, *, m — 1, 1, ...*) 



m 



1) Lateinische Buchstaben (abgesehen von den Indices und ganzen 
Zahlen wie *', Je, n, p) sollen also die höheren complexen Zahlen des 
Systems, griechische Buchstaben durchweg reelle oder gewöhnlich 
complexe Grössen bedeuten. 
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aus zwei Grössen des Systems als Product wiederum eine Grösse 
des Systems hervorgehen, und befolgt das associative Gesetz 
(ab)c — a(bc), das bekanntlich zu den Relationen 

(2) ^ yikmymhl = S, ykhmyiml (*» »» M, m = 1, 2, . . . n) 



m m 



zwischen den Multiplicationscoefficienten y ikm führt. Das com- 
mutative Gesetz wird nicht vorausgesetzt , also y,*™ =f= ykim zu- 
gelassen. Dagegen soll im Allgemeinen Division möglich sein 
(womit die „ausgearteten" Systeme ausgeschlossen sind); diese 
Forderung, die zum Nichtverschwinden gewisser Determinanten 
führt, ist identisch mit der, dass es im System eine Haupteinheit 
(Zahl Eins), d. h. eine Zahl 

(3) e — ^«^ 

i 

gebe, die für beliebiges x den Bedingungen 

ex = xe — x 
genügt. 

Wir denken uns eine variable Grösse x des Systems vorn 
und hinten mit constanten Zahlen a, b des Systems multiplicirt, 
so dass der Ausdruck axb entsteht. Wir nennen y eine ganze 
homogene Function erster Ordnung oder eine lineare homogene 
Function (1. h. F.) von #, wenn sich y als Aggregat solcher Aus- 
drücke axb, also in der Form 

y = S> a i xh i 

i 

darstellen lässt. Ersetzt man die complexen Constanten a, b 
durch ihre Ausdrücke in den Einheiten e t e 2 . . e n , so folgt, dass 
eine 1. h. F. von x als lineare Verbindung (mit gewöhnlichen 
Zahlencoefficienten «,-*) der n 2 Grössen CiXe*, also in der Form 

(4) V = J^ «* * e { x e k (», k = 1, s, . . . «) 

geschrieben werden kann, wobei die «,* als constant, d. h. von 
den Componenten £,- der Variablen x unabhängig anzusehen sind. 
Die wesentliche Frage ist nun, wieviele von den n* Grössen 
eixeje linear unabhängig sind. Hier ist aber ein Unterschied zu 
machen; einerseits sind natürlich diese n 2 Grössen allesamt lineare 
Verbindungen von e t e 2 . e n und man erhält durch deren EHmi- 
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nation w? — n lineare homogene Relationen zwischen ihnen, Rela- 
tionen jedoch, deren Coefficienten von den Componenten Sil» • • £n 
abhängen. In diesem Sinne also wären die genannten n 2 Aus- 
drücke sicher nicht linear unabhängig. Andererseits können aber 
auch zwischen den e t -#e* linear homogene Relationen bestehen, in 
denen die & nicht vorkommen, deren Coefficienten also dem be- 
trachteten System eigentümliche reine Zahlen sind. Solche iden- 
tisch, d. h. für beliebiges x gültige Relationen von der Form 

(5) y,QikeiXe k = 0, 

ik 

in denen die tf,* nicht von Jils •• £« abhängen, sollen gemeint sein, 
wenn wir von der linearen Abhängigkeit oder Unabhängigkeit 
der Grössen CiXejt sprechen. In diesem Sinne mögen sich p von 
den Grössen CiXt^ (oder p lineare Verbindungen derselben) als 
linear unabhängig, d. h durch keine von den & freie Relation 
mehr verknüpft erweisen; sodass also zwischen den e,#ß* gerade 
w a — p Identitäten von der Form (5) bestehen. Diese dem Sy- 
stem (e 1 e i . . e n ) eigenthümliche Zahl p heisse der Index des 
Systems. 

Es bedarf kaum der Bemerkung, dass ein Uebergang durch 
lineare Substitution von den Einheiten e x e % . . e n zu irgendwelchen 
anderen die Zahl p nicht alterirt, dass der Index also dem 
„Typus" 1 ), nicht der individuellen Gestalt des Zahlensystems 
eigentümlich ist. 

Der Index p liegt zwischen n und w 2 . Kleiner als n kann 
er offenbar nicht sein, da man von den w 2 Grössen CiXe k sicher 
n unabhängige Verbindungen, etwa 

e x x, e 9 x, . . . e n x UiX =^ ejteiXe k nach (3)) 

k 

angeben kann; zwischen diesen nämlich besteht gewiss keine von 
§! . . £ n unabhängige lineare Relation, da sonst (für x = e) zwischen 
den e t e 2 . . e n selber eine bestehen müsste. Die e,- sind aber als 
unabhängig vorausgesetzt, und nur diejenige Grösse des Systems 
ist Null, deren sämtliche Componenten Null sind. — Wohl aber 
kann p = n sein; und zwar ist dies bei commutativen Systemen 
und nur bei diesen der Fall. Wir beweisen zuerst, dass für p = n 



1) Vgl. Study's Referat I A 4. in der Encyklopädie der mathe- 
matischen Wissenschaften, S. 163. 
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das System ein commutatives ist. Nach dem eben Gesagten 
müssen sich in diesem Falle alle w 2 Grössen eiX€ k als lineare 
Verbindungen der n Grössen e x x, e 2 #, . . . e n x darstellen lassen, 

(6) e i xe k =sl& ikm e m x 1 

wo die & von ^ . . £ n unabhängig sind. Aus diesen für beliebiges 
x gültigen Identitäten erhält man durch die Substitution x = e 

(7) eje k =s, ®ikmemi 



m 



die &i k m sind also mit den Multiplicationscoefficienten yi km der 
Formel (1) identisch. Aus (6) und (7) folgt aber 

CiXe k = eie k x, 

ferner, wenn man diese Gleichungen mit «,- multiplicirt und nach 
l summirt, 

xe k =±e k x 

und daraus für beliebige x, y das commutative Gesetz xy = yx. 
— Dass umgekehrt bei commutativen Systemen der Index p = n 
ist, bedarf keiner weiteren Ausführung. 

Dass der Index die obere Grenze p = w 2 ebenfalls wirklich 
erreichen kann, lehrt der folgende Fall, der übrigens, wie sich 
herausstellen wird, der einzige ist. Wir betrachten das aus der 
Theorie der bilinearen Formen und linearen Substitutionen be- 
kannte System mit einer quadratischen Zahl von Einheiten 
(n = m 2 ), die wir dementsprechend mit Doppelindices (e ik ) ver- 
sehen und deren Multiplicationsregeln sich auf die Form bringen 
lassen 
f*\ f«**i— (* + ä) 

(o J < (h, i,k, 1 = 1,2, wi) 

Die Multiplication in diesem System 

c = ab 
oder 

il ik hl ikl 

liefert zwischen den Componenten a, jS, y dieselben Relationen 

7"=/, «ikßkl, 
k 
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die man erhält, wenn man zwei lineare Substitutionen 

r}k =^ ccik h und & =^ ß k i r\k 

i k 

nacheinander ausführt und die resultirende Substitution 

i 

berechnet. — Die Haupteinheit (Zahl Eins) des Systems (8) 
ist durch 

e =^V €a = «ii + ßg 2 + ' ' * + ^n» 
t 

gegeben. 

Um zu zeigen, dass in einem solchen „Bilinearsystem" (8) 
wirklich der Index j; = w 2 =m 4 ist, gehen wir noch einen 
Augenblick auf die gewöhnliche Form eines Systems mit ein- 
fachen Indices zurück. Man hat 

(9) 0i :3 e k =J^ £a % <5h tk 

h 

und durch Entwickelung der dreifachen Producte findet man 
6iX€k als lineare Verbindung der n 2 Grössen § Ä ej mit reinen 
Zahlencoefficienten. Sobald sich daher diese Gleichungen nach 
den n 2 Grössen §/,^ auflösen lassen, sind die n 2 Ausdrücke eixe k 
sicher linear unabhängig. Es ergiebt sich in diesem Falle weiter, 
dass jede der n 2 Grössen § Ä Cj eine 1. h. F. von x ist, und dass 
y immer dann 1. h. F. von x ist, wenn seine Componenten r\i mit 
den £ Ä durch eine homogene lineare Substitution mit n 2 beliebigen 
Coefficienten zusammenhängen. 

Im Bilinearsystem (8) hat man nun, wenn # =^ &*e,-* 
=^.£pqe P q gesetzt wird: 

(,o) y ! 

9 

womit in der That die vorhin erwähnte Auflösung ausgeführt ist. 

Das niedrigste Bilinearsystem (8) (abgesehen vom Falle 

m = 1 , der auf die gewöhnlichen Zahlen führt) ist das für 

m = 2, n = 4 resultirende, das bekanntlich durch eine gewöhn- 



ik 
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lieh complexe Substitution in die Hamilton 3 sehen Quaternionen 

übergeht. Versteht man unter Y — 1 die gewöhnliche imaginäre 
Einheit und setzt 

e === ^11 l" e 22 



(») 



j = V — 1(% — 'n) 



&= e 



12 



'21 i 



so wird c die Zahl Eins des Systems, während für die neuen 
Einheiten i, j, Je die Multiplicationsregeln 



ii = — e , ,?# = — kj = i 



(12) 



16, 



i; = — e, ki = — iJc=j 
kk — — e , i j = — ji = h 

gelten. In diesem Quaternionensystem, dessen Index p = 
muss also, wenn 

(i3) * — £o e + Ii* + £ii + &* 

gesetzt wird, jedes der 16 Producte der 4 Componenten mit den 
4 Einheiten sich als 1. h. F. der Quaternion x darstellen lassen. 
In der That findet man 



(14) 



4£ e = x — ixi — jxj — kxk , 
4| x i = x — ixi -f- j%j + Jcxkj 
4£ 2 i = x + ixi — jxj + kxk, 
l4§ 3 ft = x -f- ixi + .W — ^^ 



woraus sich die übrigen Producte durch einfache Multiplicationen 
mit i, j, k ergeben. Eine Quaternion y ist 1. h. F. von #, wenn 
die rj %^ 2 % durch beliebige lineare homogene Substitution aus 
den So Si I2 S3 hervorgehen. — Das Gleiche gilt von den Peircb- 
SYLVESTER'schen „Nomonen", dem nächsthöheren (m = 3) Bilinear- 
system von der Form (8) mit neun Einheiten. 

Den Beweis, dass nur die Systeme (8) den Index p = w 2 
besitzen, fuhren wir auf einem Umwege unter Anlehnung an die 
Dissertation von Th. Molien. 1 ) Molien nennt das System 
(e±e2 . . . e r ) ein begleitendes System des vorgelegten Systems 



1) Molien, Ueber Systeme höherer complexer Zahlen, Dorpat 
1892 und Math. Ann. 41, S. 83. 
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C1C2 . . . Cr^r-f 1 . • • £»> wenn alle Producte der C1C2 • • 6 r unter- 
einander nur wieder von eie% . . e r abhängen, sämtliche anderen 
Producte e r _j_,-e*, e,e r -f*, e r +ie r +k dagegen nur von e r +ie r +$ ...e n . 
Die Form, in der die begleitenden Systeme eines gegebenen Sy- 
stems hervortreten, ist eventuell durch lineare homogene Substi- 
tution der Einheiten herzustellen. Ein System, das kein kleineres 
begleitendes System hat als sich selbst, heisst ursprünglich, und 
Molien beweist, dass die Bilinearsysteme (8) und nur diese 
ursprünglich sind. Wir zeigen nun, dass in einem nichtur- 
sprünglichen System der Index p sicher < n 2 ist, dass sich 
nämlich aus den Gleichungen (9), deren rechte Seiten nach den 
Multiplicationsformeln als lineare Verbindungen der n 2 Grössen 
% h ei darzustellen sind, diese n 2 Grössen eliminiren lassen. Es sei 
(^162 . . • c r ) ein begleitendes System des gegebenen. Nach der 
Definition des begleitenden Systems hängen diejenigen n 2 — r 2 Pro- 
ducte ßiXejc, in denen i oder k oder beide > r sind, nur von den 
n — r Einheiten e r _j_i ... e n ab, sind also lineare Verbindungen der 
n(n — r) Grössen Sa^+i > • • • Zhtr+n ( Ä==1 > 2 > •••*>• Durch Elimi- 
nation der letzteren entstehen also mindestens 

n 2 — r 2 — n{n — r) = r(n — r) 

identische Relationen zwischen den e,#e*, und der Index p kann 
also höchstens den Werth n 2 — r(n — r) < n 2 erreichen. 

Es folgt somit, dass in den nichtursprünglichen Systemen 
p < n 2 ist; in den ursprünglichen, die sich ja auf die Form (8) 
bringen lassen, ist p = w 2 , und dieser grösste Werth des Index 
wird also in den Bilinearsystemen und nur in diesen erreicht. 
Für die Systeme mit drei und vier Einheiten sind im Folgenden 
die Indices gegeben; die erste Zeile bezieht sich auf die Zu- 
sammenstellung bei Scheffers 1 ), die zweite auf die in dem schon 
citirten STUDY'schen Referat, S. 167. 



Scheffers : inj II^ IH3 
Study: I II EI 
p: 3 5 3 



IV, IV, IV, IV 4 IV 5 IV, IV 7 IV, IV, IV 10 

1 n ru iv v ix vn vm x vi 

466447864 16. 



Die Systeme p = 3, resp. p = 4 sind commutativ; das 
zuletzt aufgeführte ist das System der Quaternionen. Um ein 



1) Scheffers, Zuröckführung complexef Zahlensysteme auf typische 
Formen, Leipzig 1891 und Math. Ann. 39, S. 353. 
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Beispiel zu geben, stellen wir für das eine nichtcommutative 
System in drei Einheiten (Scheffers HI 2 ), dessen Multiplications- 
regeln in der üblichen Tableauform (£,-<?* steht in der iten Zeile, 
fcten Spalte) durch die linke Matrix gegeben sind, rechts daneben 
in derselben Anordnung die Matrix der Grössen e,#e*. 



(i5) 



e. 



'2 







c, 



o o ^ 

b£ ^1 §2 ^2 §1 ^1 

£ 8 e 3 



Es treten also nur 5 von den 9 Producten ^1 auf, 
oder es bestehen 4 Eelationen zwischen den e,-#0jt, nämlich 

In einem System, dessen Index =j>, giebt es p und nicht 
mehr linear unabhängige 1. h. F. von x\ es mögen x t x 2 . . . x p p 
solche Functionen bedeuten, die im Uebrigen willkürlich gewählt 
werden können — x selbst kann, muss aber nicht, sich unter 
ihnen befinden. Jede andere 1. h. F. von x drückt sich dann, 
statt in der Form (4), als lineare Verbindung der x r mit be- 
stimmten Coefficienten X r 



(16) 



y — HL**U 1 ^2*^2 1 



"l *>pXp — ^r KfXf 



aus, während die Darstellung (4), wegen der zwischen den eixe^ 
herrschenden Identitäten, eine unbestimmte war. Trennt man 
die Gleichung (4) oder (16) nach den Componenten, so erhält 
man if\ x t\ 2 . . . rj n als linear homogene Functionen von ^ £ 2 . . £ n mit 
Coefficienten, die von X 1 X % ,.X P abhängen. Giebt man diesen 
p Constanten alle möglichen Werthe, so entsteht eine Gruppe 
von 00P linearen homogenen Substitutionen in n Veränderlichen, 
eine Untergruppe der allgemeinen linearen homogenen Gruppe 



(17) 



y = x, ?«"*i» e * 



w 



ik 

2j ?**& 



oder 



mit w 2 willkürlichen Parametern q^ und demgemäss oo n ' n Sub- 
stitutionen. Nur im Fall ursprünglicher Systeme ist die Gruppe 
(16) mit der allgemeinen Gruppe (17) selbst identisch. Die 
Gruppeneigenschaft der Substitution (16) beruht auf dem ein- 
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fachen Umstände, dass eine 1. h. F. von y auch 1. h. F. von x 
ist, sobald y 1. h. F. von x ist. 

Die Parametergruppe der Gruppe (16), oder die Art und 
Weise, wie die Parameter X ri (i a zweier Substitutionen die Para- 
meter v t der resultirenden Substitution erzeugen, fuhrt nun auf 
ein neues complexes Zahlensystem in p Einheiten, das ich das 
Indexsystem des gegebenen (^ e 2 . . e n ) nenne. Zunächst sei daran 
erinnert, dass die Operationen jeder Gruppe das associative Gesetz 
befolgen, dass also für drei .Operationen B, S, V die Beziehung 
(ES)V=B(SV) gilt. Wir wollen nun unter JR, 8, V die drei 
der Gruppe angehörigen Substitutionen verstehen, deren rechte 
Seiten in der Form (16) die speciellen Werthe # r , #,, x v haben 
(r,8,v=i,2,...p). Unter BS ist also diejenige Operation zu ver- 
stehen, die sich ergiebt, wenn x 8 nicht auf x, sondern auf x r aus- 
geübt wird, oder um es ausführlich zu schreiben: wenn 

t* hi 

so ist als Eesultat der zusammengesetzten Operation BS der 
Ausdruck 

%rs = x, ^ikseiX r e k = S, ahl8 de~ ei 
ik hi h 

anzusehen, der natürlich von x sr (Resultat von SB) verschieden 
ist. Andererseits ist x rs wiederum 1. h. F. von #, muss sich also 
als lineare Verbindung von x x x 2 . . . x p mit reinen Zahlencoeffi- 
cienten ö rst 

(l8) X r9 =^^d r st%t (r,»,i=*l, 2, ..p) 

t 
darstellen. Wenden wir hierauf die Operation V an, so kommt 

%r»v = Xi ÖrstXtv = /, d r8t Ötvu%u- 
t tu 

Nach dem associativen Gesetz soll aber dasselbe Ergebniss 
sich einstellen, wenn man auf x r die Operation SV oder die 
Substitution 



%sv = ^ d stft %t 



ausübt; das giebt 



%rsv /, 0»vt%rt / . ^»vt^rtu^w 



tu 
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Die Vergleichung der beiden Formeln für x r8V liefert zwischen 
den Coefficienten d rtt der Gleichung (18) die Identitäten 

(19) ^^dr$tdt 9 u=^^Ös 9 td rtu , (r,*,*,«,» = l,2,...p) 

t t 

die genau den Relationen (2) nachgebildet sind. Nehmen wir 
daher in einem complexen System mit p Einheiten f x f 2 . . f p die 
Multiplicationsregeln 

(20) f r f g =^d r8t f t (r,*, < = 1,2,...j0 

t 

an, so genügt diese Multiplication dem associativen Gesetz, und 
das System (20) besitzt eine Zahl Eins, ist also kein „ausgeartetes". 
Diese Zahl Eins erhält man in der Form 

00 f=^<Prfr, 

r 

wenn man die Grösse x selbst als lineare Verbindung der x r 
(22) x =jjv 9 ) r av 

r 

ermittelt hat. 

Mit Hülfe des Indexsystems (20) stellt sich die Zusammen- 
setzung zweier Substitutionen der Gruppe (16) als einfache 
Multiplication dar. Wir üben hintereinander die Substitutionen 
(AjAg . . Xp) und (ftjftg • • • f*p) aus 5 d. h. wir machen 

r 

% = S % Ms = ^, IrPsXrs = 
s rs 



rst ' t 



Für die resultirende Substitution (y x v 2 • • • v p ) ergiebt sich also 

2- 



( 2 3) V t = >~ ÖrstlrPs- 



rs 



Dieselbe bilineare Zusammensetzung der Parameter wird aber 
erhalten, wenn wir im System (20) die drei Zahlen 
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M = /, f**/i = f 1 h + P2/2 H h fafp 

& = ^ l **/i = ^1 /i + ^2/2 + h v pfp 

t 

in die Productbeziehung 

(24) LM=N 

setzen; sodass die Formel (24) die Parametergruppe der Gruppe 
(16) darstellt. 1 ) Die Gruppe (16) ist gleich zusammengesetzt 
mit der Gruppe von oo* Substitutionen in p Veränderlichen 

Y=XL, 

wobei X, Y ebenfalls Zahlen des Systems (f t f 2 . . f p ) bedeuten. 
Wie sich in den beiden Grenzfallen p = n und p = n 2 
(commutatives und ursprüngliches System) das Indexsystem ge- 
staltet, ist einfach zu sehen. Im commutativen System können 
als n linear unabhängige Functionen von x die n Grössen 

X r = Xe r (r = l,2, ...») 

gewählt werden. Dann wird 

x r * = x r e a = xe r e 8 = ^ y r *txe t = /, yrst$t , 

t t 

die Multiplicationsfactoren ö rst der Formel (18) stimmen also mit 
den y r8t überein, oder das commutative System ist sein eigenes 
Indexsystem: — Im ursprünglichen oder Bilinearsystem ferner 
können die n 2 Grössen e.-tfe*, bequemer noch die n 2 Grössen 
itek als unabhängige 1. h. F. von x gewählt werden. Schreiben 
wir dementsprechend mit Doppelindices (die also hier eine andere 
Bedeutung haben als in (18)) 

so wird die zu (18) analoge Zusammensetzung dieser Operationen 

die folgende 

dx ik 

(%ik)hl= ~^~ e t === ftk*Si*^= dhk%il, 



1) Man erkennt hier zugleich die Bedingung dafür, dass die 
Gleichung (16) nach x auflösbar, also auch x 1. h. F. von y sei: L darf 
im System (20) kein „Theiler der Null" sein. 

Math.-phya. Claese 1900. 5 
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wobei ^ä*=0 für h =j= &, während Skk — 1- Die entsprechen- 
den Multiplicationsregeln (20) lauten also 

fik' fhl= Öhkfil (A,*,*, 1 = 1,2,...*) 

und definiren demnach ein Bilinearsystem in n 2 Einheiten. Das 
Indexsystem eines ursprünglichen Systems (das bereits selber ein 
Bilinearsystem mit n = m 2 Einheiten ist) ist also wiederum ein 
Bilinearsystem in p = n 2 = m 4 Einheiten. 

Eine etwas andere Gestalt erhält das Indexsystem eines 
ursprünglichen Systems, wenn wir die n 2 Grössen CiXet als un- 
abhängige 1. h. F. von x zu Grunde legen. Man schreibe die 
lineare Substitution (4) 

ik 
in der Form 

i 

so dass die n complexen Zahlen a,- mit ihren n 2 Componenten 
«»•*, wo 

k 

die Substitution characterisiren. Führt man eine zweite Sub- 
stitution (pi &2 • • • &n) aus, so kommt 

* = ^, e k yb k =^> j e k e i xaib k =^y<ykime m xa i hk, 

k ik ikm 

sodass für die Parameter (ciC 2 . . c n ) der resultirenden Substitution 

m 

sich ergiebt 

c m = S,ykimaj1>k. 

ik 

Dies kann in Gestalt der Multiplicationsformel 

C=ÄB 

geschrieben werden, wo 

A = y a t ej 

i 

eine neue complexe Zahl bedeutet; die Einheiten e[ ei ... e' n sollen 
dabei mit den ursprünglichen e\ e% . . e n commutativ und den 
Multiplicationsformeln 
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e'i e* =^j> 7k 



irn^m 



m 



unterworfen sein, stellen also das zu e± . . e n „reciproke" Zahlen- 
system dar. Die complexen Zahlen 

A = ^ f aie'i =^ a ik ele k 

i ik 

sind die Zahlen des Indexsystems, dessen Einheiten hier als 
Producte e e 'e* der Einheiten des gegebenen und des dazu reci- 
proken Zahlensystems figuriren: das Indexsystem selbst ist, wie 
man sagt, das Product des gegebenen Zahlensystems mit dem 
dazu reciproken (oder auch mit sich selbst). 1 ) 

Um auch für den Fall, dass das System weder commutativ 
noch ursprünglich ist, die Herleitung des Indexsystems an einem 
Beispiel zu zeigen, betrachten wir das System mit drei Einheiten, 
dessen MultipUcationstafel das linke Tableau (15) ist. Wie das 
rechte Tableau zeigt, existiren nur 5 unabhängige 1. h. F. von #, 
als welche wir 

( 2 5) x i ==s §2 e i j ^ === 5s e i 1 #3 = §3 £3 ? #4 ==s §2 ^2 * x & s= §1 e i 

wählen können. Nun sind nach (18) die x r8 zu bilden; beispiels- 
weise: 



x* 



dx 



; dx x 



Xn ~ de t e * 



0, x t 



41 



dx k 



&l b2 C l X l * 



Das linke Tableau giebt in der iten Zeile, Men Spalte den 
Werth von #,•*; das rechte, bis auf die Vertauschung von x r mit 
f r eine genaue Copie des linken, liefert an der entsprechenden 
Stelle den Werth von /i/i. 



(26) 















x ± 
















/i 














#2 
















u 





x% 


#3 













r% 


/i 








x x 








*4 







/i 








h 

















*5 
















u 



Die Zahl Eins des Systems ist nach (22) (21) zu bilden, 
man hat 

x == x s 1 x ± 1 X 5 1 f == h \ /4 ~r /5 • 

1) Ueber Addition und Multiplication von complexen Zahlen- 
systemen vgl. die citirte Habilitationsschrift von Scheffers, § 4. 

5* 
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Das complexe Zahlensystem (26) findet sich in der Scheffers- 
schen Liste unter V 8 und ist das einzige System in 5 Einheiten, 
das sich als Indexsystem eines niedrigeren Systems ergieht; nur 
die commutativen Systeme in 5 Einheiten sind ausserdem noch 
Indexsysteme, nämlich ihre eigenen. Man sieht, dass unter den 
zahlreichen Typen complexer Zahlensysteme (in 5 Einheiten 
gieht es nach Scheffers bereits 33) nur sehr wenige den Cha- 
racter von Indexsystemen besitzen; es wäre interessant, einfache 
Kriterien für diesen Character zu finden. 

Folgende Sätze sind leicht zu beweisen: 

1) Ist das gegebene System reducibel oder irreducibel, so 
ist zugleich das Indexsystem reducibel oder irreducibel. Zerfällt 
das System E in die beiden Systeme E\ E" (E = E' + E"), 
so zerfällt sein Indexsystem F in die Indexsysteme F\ F" der 
heiden Theilsysteme (F = F' -\- F") und der Index p ist die 
Summe der Theilindices p\ p" \p = #'-}- j/'). . 

Denn sind (e{ e% . . .) und (e'i e£ . . .) die beiden Theilsysteme, 
so ist jedes Product von der Form a'fc"=0, wenn a eine 
Zahl des ersten, V eine Zahl des zweiten Theilsystems be- 
deutet. Für irgend eine Zahl x = x' -f- #" des Gesamtsystems 
(eie^ .. . ei' 62 . . .) zerfallen die Grössen e{Xet zunächst in die 
beiden Gruppen 

CiXßk = e{X ejt und c,- xt\ = e,- x e* 

während alle von der Form e'iXe'k und el'xelt verschwinden. Sind 
also #i#2 ... die unabhängigen 1. h. F. von x' im System E\ 
ebenso x'ix^ ... die von x" im System E" , so bilden beide 
Gruppen vereinigt die p' -\- p " unabhängigen 1. h. F. von x im 
System E; und jede Operation #," auf ein x r angewandt, ebenso 
x' r auf x'g , giebt das Resultat Null. Das Indexsystem besteht 

also aus p' + p" Einheiten f[fi . . . /£'/$' derart, dass f[fi . . . 

für sich das Indexsystem von E\ fi'fi'... für sich das Index- 
system von E" bilden, und dass f r f' % ' = fl'f r = , d. h. das 
Indexsystem F ist die Summe der beiden Indextheilsysteme F' -f- F". 
— Hiernach braucht man nur irreducible Systeme auf ihr Index- 
system zu untersuchen. 

2) Ist das System E das Product der beiden Systeme E\ E" 
(E = E f • E"), so ist sein Indexsystem F das Product der ent- 
sprechenden Indexsysteme F\ F" (F ' = F' ' • F"\ und sein Index 
das Product der Theilindices (p=p'p"). 



J 
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Auch dieser Satz ist im Grunde leicht einzusehen, obwohl 
sein wirklicher Beweis einige Schreibarbeit zu erfordern scheint. 
Das System E' bestehe aus den n Einheiten eiei . .., sein Index 
sei p'\ ebenso seien ei'ei'... die n" Einheiten des Systems E" 
mit dem Index p". Die Indices an den einfach accentuirten 
Buchstaben der folgenden Entwicklung sollen von 1 bis n resp. 
p' gehen, die an den doppelt accentuirten bis n" resp. p" \ und 
zwar von 1 bis n (w") die Buchstaben, die im Alphabet vor n 
kommen, dagegen von 1 bis p' (p") die Buchstaben, die im 

Alphabet nach p folgen. Es sei x' —^^ 6/c/ eine Zahl von E'\ 

i 

wir haben dann, um zum Indexsystem von E' zu gelangen, p' 
unabhängige 1. h. F. von x zu wählen, die wir mit 

(27) SV — ^gflfcrfo'fr 

4k 

bezeichnen wollen. Wendet man auf x r die Operation x s an, so 
erhält man 

(28) Xrs=slörstXti 

t 

woraus folgt, dass zwischen den Constanten a/* r und d' r $t (letztere 

die Multiplicationscoefficienten des Indexsystems fifi von E') 

die Beziehungen bestehen 

(29). ^ UikrCc'kls =J? / KstCCiU • 

k t 

Denn es ist 

$r* = ^ CCkls 0^7 e t = S, VikrUklsSi *l 
kl * ikl 

= ^> örst^ aiit&e! , 

t il 

womit (29) bewiesen ist. — Die zu (27) (28) (29) analogen 
Formeln gelten für das System E". 

Im System E = E' E" , das von den n'n" Einheiten e/e*' 
gebildet wird, lautet die allgemeine complexe Zahl 

(30) s = ^; laftft 

ih 

und jede 1. h. F. von x ist eine lineare Verbindung der n'V 2 
Grössen 
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tu i n XT j. i n i 11 i n 

ej e k xe t em = ^> §/ A e,- e* e,- e Ä ^ e m 

ih 

^k( - i i i 11 it n 



ih 
ii 



denn die 6/ sind mit den e'h commutativ. Setzt man für den 
Augenblick __ 

° ^^T j, »# ii ii ii 

y t \ihCk ehem = z { , 
h 

so wird der obige Ausdruck 

XT hiii 
2^ *i e J e i e l 
i 

eine 1. h. F. von ^^ e[zi im System E' und folglich nach (27) 
linear darstellbar durch die p' Ausdrücke (r=i,2,...p') 

S, VikrZi e k , 
ik 

während z'i seinerseits im System 2£" 1. h. F., von ^ £,*£*' und 

^ h 

folglich aus den p Grössen (*=i, *,...p") 

^T // j. 11 

/, UhuSihei 
hi 

linear ableitbar ist. Fasst man beides zusammen, so werden die 
obengenannten w'V 2 Grössen und überhaupt jede 1. h. F. # von 
x lineare Verbindungen der p' p" Grössen 

(3 ! ) % r , = ^ f £m ccikr "hl* e' k t\ . 

ihkl 

Wir müssen nun zusehen, wie sich das Resultat der auf 
x ra ausgeübten Operation x tu linear durch die x vw ausdrückt. 
Es wird 

^tu = X, ^klUkmtUljueme'/ 
klmj 
"^^7 X 1 11 1 11 

==== x fie' de 17 a * m ' ai J u €m ^ ' 

klmj k l 

, n '%^T ^ x rs / ., , ,, 

\%rs)tu / 1 flp' fl e " CXkmi&ljuemej 

Imj 

XT i- ' ' n 11 1 11 

= / t SihttikrUkmttthlaUljuemej . 
ihklmj 
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Für die Summen nach k und l benutzen wir zur Umformung 
die Relationen (29), dann wird 

ih'mjvw 
\32) === / t *rtvP*uw%vw 



vw 



Für die den Functionen x rg entsprechenden Einheiten f rt des 
Indexsystems gelten also die Multiplicationsregeln 

\33/ trs/tu === / 1 VrtvO*uwtvio ? 

vw 

dieselben also, die man erhält, wenn man aus den beiden Index- 
systemen /1/2... und fi'f'2 mit den Multiplicationsregeln 



frft = /, ^rtvfv 



»7« X i ^«w/i 



w . 

das „Productsystem" mit den Einheiten f rs = frf* bildet. W. z. b. w. 

Zum Schluss noch einige Bemerkungen. 

1) Eine Erweiterung unserer Betrachtungen scheint sich 

darzubieten, wenn man von den 1. h. F. zu rationalen homogenen 

Functionen 1. Grades von x übergeht. Man bestimme den „reci- 

proken Werth von sc", d. h. diejenige complexe Zahl sc, die den 

Bedingungen 

x x = xx = e (= Zahl Eins) 

genügt, und erhält so zunächst 1. h. F. von sc, die sich wiederum 
linear aus p von ihnen, nämlich x x x% . . .x p , ableiten lassen, so- 
dann homogene Functionen nullten Grades, als Aggregate von 
Producten der Form x r x, oder x r x t , und rationale Functionen 
ersten Grades, zusammengesetzt aus den Producten 

X r X,Xt y X r X s Xt) X r X s Xt. 

Die Anzahl dieser homogenen Functionen nullten und ersten 
Grades wird sich bei nichtursprünglichen Systemen im Allge- 
meinen auf weniger als 2j? 2 , resp. 3p 3 reduciren, und in einigen 
einfachen Fällen, die ich durchgerechnet habe, treten geschlossene 
Systeme solcher Functionen und zugehörige Gruppen, resp. com- 
plexe Zahlensysteme auf — ohne dass ich allgemeine Sätze hätte 
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finden können. Eine besondere Rolle scheinen hierbei die com- 
plexen Zahlensysteme zu spielen, in denen folgender Satz gilt: 

Ist y 1. h. F. von #, so ist der reciproke Werth y 1. h. F. 
des reciproken Werthes x. 

Ich vermuthe, dass diese Systeme identisch sind mit den 
von Scheffers so genannten Nichtquaternirmsystemen , vermag 
den Beweis aber noch nicht allgemein zu führen. Des weiteren 
würden homogene Functionen nullten Grades, die aus zwei Grössen 
x r x s und zwei Grössen x t x u durch Multiplication in irgendwelcher 
Anordnung hervorgehen, ferner allgemein die aus q Factoren x r 
und a Factoren x s in irgendwelcher Anordnung hervorgehende 
rationale Function ((> — tf)ten Grades in Betracht zu ziehen sein 
— womit jedoch, wenigstens bei ursprünglichen Systemen, das 
Gebiet der rationalen Functionen von x sicher nicht erschöpft ist. 

2) Die bekannten, aus einem complexen Zahlensystem ent- 
springenden Gruppen linearer Substitutionen 

(34) y = ax, y = xb, y = axb, y = axä 

sind Untergruppen der Gruppe (16); abgesehen vom Fall com- 
mutativer Systeme, wo die ersten drei Gruppen (34) untereinander 
und mit (16) zusammenfallen, ist auch in vielen nichtursprüng- 
lichen Systemen die Gruppe y = axb mit (16) äquivalent. Die 
Ordnung dieser Gruppe ist 2n — fw, wenn m die Anzahl der mit 
allen Zahlen des Systems vertauschbaren Grössen ist (also die 
für beliebiges x aufzustellende Gleichung ex = xc m verschiedene 
Lösungen c hat; eine davon ist die Zahl Eins c = e); sobald 
also der Index p ^ 2n ist, kann y = axb nur eine Untergruppe 
der Gruppe (16) sein. Ausser den ursprünglichen Systemen ge- 
hört hierzu beispielsweise das viergliedrige System Scheffers IV 7 
mit dem' Index p = 8. 

3) Stellt man die der Formel (16) entsprechende lineare 
Substitution zwischen den £,• und r^k in der Form (17) dar, so 
werden deren w 2 Coefficienten q ik lineare Verbindungen der 
p Parameter A^-.Jlp, oder es bestehen zwischen den qa n 2 — p 
homogen lineare Bedingungsgleichungen, die aussagen, dass y 
1. h. F. von x sei. 

Wenn man die CAucnY-KiEMANN'sche Fvmctionentheorie auf 
das Gebiet höherer complexer Zahlen ausdehnen will, so wird 
man y dann eine Function von x nennen, wenn dy 1. h. F. von 
dx ist. Wegen 
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äy = y t e k drik = ^ jr^i e k 
k ik * 

müssen nach der eben gemachten Bemerkung zwischen den ~j- 

(die an Stelle der Qik der Formel (17) getreten sind) n 2 — p 
homogene lineare Beziehungen bestehen, oder in einem complexen 
Zahlensystem mit n Einheiten und vom Index p müssen die 
n Functionen 

*?* = ^Jfc (Sl ^2 - - - 

v? — p homogen linearen partiellen Differentialgleichungen 1. Ord- 
nung genügen, damit y =/^ tyfctf* Function von x =^ j liCi sei. 

In commutativen Systemen wird n(n — 1) die Zahl dieser Be- 
dingungen 1 ), z. B. im System der gemeinen complexen Zahlen 
2 • 1 = 2; in ursprünglichen ist sie Null, dort ist also jedes 
y als Function von x anzusehen und auch leicht darzustellen, da 
wir früher die Verbindungen £,£*, also damit auch die Compo- 

nenten £,• selbst (formell in der Gestalt g,-e = ^ £*&£*) als 1. h. F. 

k 
von x bestimmt haben. Dagegen ist in nichtursprünglichen 

Systemen die explicite Darstellung solcher y, die nach dem 
obigen Kriterium Functionen von x sind, nicht immer möglich. 
Beispielsweise ist im dreigliedrigen nichtcommutativen System 
( x 5)? worin (25) die fünf unabhängigen 1. h. F. von x sind, y 
dann Function von x, wenn dy eine lineare Verbindung von 

c id£i> e x d^, ^£3, e^d^y e^d^ 
also 

y = ei<p(tn €99 £3) + «&) + e sV(h) 

ist. Hiernach müsste insbesondere z = e 1 tp fa , | 2 , £ 8 ) = e x q> 
eine Function von x sein, die aber in den meisten Fällen (z. B. 
schon für <p = i^ 2 ) nicht explicite darstellbar, sondern nur im- 
plicite als eine der unendlich vielen Wurzeln der Gleichung * 2 =0 
definirt ist. 



1) Dieselben sind von Scheffers explicite aufgestellt worden 
Leipziger Berichte 1893, S. 836, Formel (15). 
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SITZUNG VOM 11. JUNI 1900. 

Vorträge hielt: 

Herr Friedrich Engel, o. M. : Ein neues, dem linearen Komplexe ana- 
loges Gebilde. 

Derselbe: Vorlegung einer Arbeit des Herrn K. ÄoRAwsKi-Krakau: Ueber 
einige Kategorien infinitesimaler Transformationen der Ebene. 

Friedrich Engel: Ein neues, dem linearen Komplexe ana- 
loges Gebilde. 

Im R t) giebt es eine vierzehngliedrige einfache Gruppe von 
Punkttransformationen, die ein System von drei PFAFFSchen 
Gleichungen invariant lässt. Bei geeigneter Wahl der Veränder- 
lichen kann dieses System die Form: 

I d h = h d h — h d h 
d h = h d h — h d h 
d&> = £ 3 ^£i — h d h 

erhalten. Es definirt eine bei der betreffenden Gruppe invariante 
Schaar von oo 5 Geraden, die sich so vertheilen, dass jedem 
Punkte des JB 5 ein ebenes Büschel von oo 1 hindurchgehenden 
Geraden zugeordnet ist. Man kann daher auch sagen: durch das 
System (i) ist jedem Punkte o x . . . a 5 des B 6 eine hindurchgehende 
ebene zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit: 

h — a s = a i& — Ö 2&L 

( 2 ) fc— A4 = <*2& — <*S& 

& — % = ös£i — a i& 

zugeordnet und diese Zuordnung bleibt bei der bewussten vier- 
zehngliedrigen Gruppe invariant. 

In einem Vortrage, den ich im September 1899 auf der 
Münchner Naturforscherversammlung gehalten habe (s. Jahres- 

Math.-phya. Classe 1900 6 
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bericht der deutschen Mathematiker- Vereinigung, Bd. VEtt, Heft i, 
S. 196 — 198), habe ich schon darauf hingewiesen, dass das eben 
besprochene Gebilde eine gewisse Analogie mit dem linearen 
Komplexe des JB 3 besitzt. Aber erst in der letzten Zeit ist es 
mir gelungen, die Tragweite dieser Analogie ganz zu durch- 
schauen und damit zugleich eine sehr einfache und schöne Defi- 
nition jener vierzehngliedrigen Gruppe zu finden. Ich will hier 
den Weg, der mich zu dieser Definition geführt hat, kurz an- 
geben, während ich mir vorbehalte, später die allgemeine Theorie 
des neuen geometrischen Gebildes ausführlich zu entwickeln. 

§ 1. 

Die Gruppe des jR 6 , bei der das System (1) invariant bleibt, 
lässt zugleich die Gleichung: 

(3) äf 3 + ä^dlt + d^di b = 

invariant, sie ist daher,, wie ich schon firüher bemerkt habe (Lie, 
Theorie der Transformationsgruppen Bd. III, S. 764) mit einer 
Untergruppe der konformen Gruppe des R 5 ähnlich. Hierin liegt, 
dass der B 6 unsrer Gruppe kein ebener Kaum ist, sondern eine 
Mannigfaltigkeit zweiten Grades in einem ebenen Baume von 
sechs Dimensionen. Wir führen daher an Stelle von £ x . . . r 5 
sieben homogene Koordinaten # , x v x 2 , #s> #i> #21 Vz e " 1 » zwischen 
denen die Eelation: 

(4) X = x* + x x y x + x 2 y 2 + x s y s = 
besteht, und zwar setzen wir: 

W 5l_ 2/s' h ~ 2/a' h ~ 2/ 8 ' * 4_ %' f5 ~~2/s' 

während wir für die a in entsprechender Weise die Buchstaben 
a*, bk benutzen. 

Hierdurch erhalten die Gleichungen (2) die Form: 

ia 1 x 2 — a 2 x 1 + a y s — b s x = 
( 2 ') 1 hVi — \Vz + V2 — a z x o = ° 

' \VS — &3#2 + % X l — «1^0 = ° 

wo die cikj bk durch die Eelation: 

(6) a\ + a^ + a 2 b 2 + a 3 b 3 = 



(7) 
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verknüpft sind. Aus den Gleichungen (2') folgen aber vermöge 
(4) und (6) noch eine Anzahl von andern, und zwar erhält man 
im Ganzen ein System von acht Gleichungen: 

hVk — hyi + a Xj — ajX = 
a,iX k — a k Xi + a yj — bjX Q = 

a x + b 1 x 1 -{- b 2 x 2 + b s x^ = 

wo i, k, j irgend eine cyklische Vertauschung der Zahlen 1, 2, 3 
bedeutet. 

Erst die Gleichungen (7) zusammengenommen stellen unser 
neues Gebilde vollkommen dar, denn sie ordnen, wie man sich 
leicht überzeugt, ohne Ausnahme jedem Punkte a*, b k der Mannig- 
faltigkeit (4) des JR 6 eine hindurchgehende ebene zweifach aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit zu, die auf der Mannigfaltigkeit (4) 
liegt. Der vierzehngliedrigen Gruppe des i? 6 , die das System (1) 
invariant lässt, entspricht eine vierzehiigliedrige projektive Gruppe 
6r 14 des 2? 6 , die die Mannigfaltigkeit (4) und ausserdem die durch 
(7) definirte Zuordnung invariant lässt. 

Die Gleichungen (7) mit der zugehörigen projektiven Gruppe 
hat schon E. Cartan in seiner These angegeben (Sur la struc- 
ture des groupes de transformations finis et Continus, Paris 1894, 
S. 146 f.), jedoch hat er sie nur in den x, y homogen geschrieben, 
nicht aber in den a, &, auch betrachtet er sie nur als die 
Gleichungen einer bei der Gruppe invarianten Schaar von ebenen 
Mannigfaltigkeiten, erwähnt jedoch die Zuordnung, die für uns 
die Hauptsache ist, nicht. 

§2. 

Die Mannigfaltigkeit zweiten Grades (4) des B 6 — wir 
wollen sie kurz die F 2 nennen — enthält oo 6 ebene zweifach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeiten oder 22 2 , die man leicht angeben 
kann. Sie werden nämlich und zwar jede nur einmal durch die 
acht Gleichungen: 

biy k — b k y { -+- aoxj — ajXo = 
aiXk — a k Xi + b yj — bjx = 

«0*0 + a l#l + fl 2#2 + «3^3 = ° 

l b x + b 1 x l + & 2 a; 2 + i s x $ = 



(«) 
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dargestellt, wo i, Je, j, wie im Folgenden überall, die bei (7) er- 
klärte Bedeutung haben, und wo die dr*, fr* beliebige Parameter 
sind, die nur der Bedingung: 

(9) Ä = a b + %&! -f (%b 2 + a 3 & 3 = 

genügen müssen. Mit andern Worten: Die oo 6 E 2 der F 2 (4) 
des JR G lassen sich eindeutig umkehrbar auf die Punkte der Fi 
(9) eines jß 7 a,,, &,, (ft = 0, 1, 2, 3) abbilden. 

Von diesen 00 6 E 2 stellen die Gleichungen (7) gerade oo 5 
dar, die offenbar durch die Gleichung: a — b = ausgeschieden 
werden, deren Bildpunkte auf der Fi' des jß 7 also sämmtlich der 
sechsfach ausgedehnten Polarebene angehören, die der Punkt: 

Bezug auf die Fi (9) besitzt. Bedenken wir nun, dass die F 2 
(4) des E 6 bei einer gerade 21-gliedrigen projektiven Gruppe G 2l 
dieses Raumes invariant bleibt, in der die G u als Untergruppe 
enthalten ist, bedenken wir ferner, dass diese G 21 die 00 6 E 2 der 
F 2 (4) durch eine offenbar auch 21-gliedrige Gruppe I~ 21 trans- 
formirt, die vermöge der Abbildung jener öo 6 E 2 als eine Gruppe 
von Transformationen der Punkte der Fi (9) des B 1 aufgefasst 
werden kann, so erkennen wir, dass durch die G 2l und durch 
die besprochene Abbildung eine 21-gliedrige projektive Gruppe 
Gix des B 1 definirt ist, die die Fi (9) invariant lässt und deren 
Punkte genau so transformirt, wie die r 2V Da überdies die G'n 
sicher die Punkte des Rj transitiv transformirt, so liegt auf der 
Hand, dass der G u des R 6 innerhalb der G21 die vierzehngliedrige 
Untergruppe G'u entspricht, die den nicht auf der Fi (9) ge- 
legenen Punkt: a + b = 0, a u = b tl = ((i = 1, 2, 3) des 
JS 7 invariant lässt. 

Hierin liegt, dass jeder Punkt a, , b u des JR 7 , der nicht der 
Fi (9) angehört, das Bild einer solchen Zuordnung ist, wie sie 
im besonderen Falle durch die Gleichungen (7) dargestellt wird, 
einer Zuordnung also, bei der jedem Punkte der F 2 (4) des i? 6 
eine durch ihn gehende und auf der F 2 liegende E 2 entspricht. 
Jede dieser Zuordnungen bleibt bei einer vierzehngliedrigen pro- 
jektiven Gruppe des B e invariant, die der G 21 angehört und inner- 
halb der G 21 mit der G u gleichberechtigt ist. Dagegen entspricht 
jedem Punkte des i? 7 , der auf der Fi (9) liegt, eine E 2 der F 2 
(4) des B 6 . Die oo 6 E 2 dieser F 2 erscheinen daher als Aus- 
artungen der 00 7 eben definirten Zuordnungen, ebenso, wie im 



/ 



/ 



/ 
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B s die <x> 4 Geraden als Ausartungen der oo 5 linearen Komplexe 
zu betrachten sind. 

§ 3. 

Die vorhin besprochenen Zuordnungen können analytisch sehr 
einfach ausgedrückt werden. Dazu dient die folgende Bemerkung: 

Setzt man die linken Seiten der Gleichungen (8) der Reihe 
nach gleich: tty, — v^ w , — v , bildet man also die acht 
Gleichungen : 

— vj = <iiX k — a k Xi + b yj — bjXo 

u = a ,x + a x y x -f a 2 y 2 + a B y 3 

l_ Vo = b x + 6^ + b 2 x 2 -f ^ 

so findet man ohne Schwierigkeit: . 

ajX = viy k — v k y { + uqXj — w/» 

J)jX = tt.ff* — w*#* + flog/ — ty^o 

a X = u x -f w^i + w 3 t/ 2 + %% 

— & X = v x + t;^ + t; 2 # 2 + v 3 x 9 



(10) 



00 



und: 



(12) 



XjA = 6,-t;* — b k Vi + & t#/ — o/Vo 

— yjÄ = o*«* — a k ui + oot^ — fyw 

# ^1 = fc w + a^ + a 2 v 2 + a 3 v 3 

1 — # J. = a # + fc^ + b 2 u 2 + 63 w 3 



tf = — .AX, 



sowie endlich: 

(«3) 

wo X und J. die durch (4) und (9) definirten Ausdrücke sind, 
und U den Ausdruck 1 



(14) U=u v + u 1 v 1 + u 2 v 2 -f- w 3 v 3 

bedeutet. 

Ist nun a^, 6^ ein bestimmtes Werthsystem, für das A nicht 
verschwindet, das also im B 7 durch einen nicht auf der F'% (9) 
gelegenen Punkt dargestellt wird, so ordnen die Gleichungen (10) 
jedem Punkte o? /0 y^ der F 2 (4) des i? 6 eine ganz bestimmte JS 2 
dieser F 2 zu und zwar, da X verschwindet, nach (11) eine durch 
den Punkt gehende E 2 . Aus (12) geht noch hervor, dass die 
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oo 5 E 2l die derart den <x> 5 Punkten der F 2 (4) des B 6 ent- 
sprechen, alle die Gleichung: 

0...3 

^,{a v v v -\- b v u v ) = 

V 

erfüllen, dass also ihre Bildpunkte auf der JFg des Rj alle der 
sechsfach ausgedehnten Polarebene angehören, die der Punkt a^, b^ 
des B 7 in Bezug auf die Fi (9) besitzt. Die Beziehung zwischen 
den 00 5 Punkten der F 2 und den 00 5 ihnen zugeordneten E 2 ist 
augenscheinlich vollkommen reciprok, sie ist es sogar, wie neben- 
bei bemerkt werden mag, in dem Sinne, dass die 00 2 2£ 2 , die den 
00 2 Punkten irgend einer unter jenen 00 6 E 2 zugeordnet sind, 
immer durch den Punkt gehen, dem die betreffende E 2 zu- 
geordnet ist. 

Wählt man die a fl1 b h so, dass A verschwindet, so ist zwar 
immer noch jedem Punkte der F 2 eine hindurchgehende E 2 zu- 
geordnet, aber man erhält nicht mehr 00 5 verschiedene 22 2 , son- 
der blos 00 8 , nämlich — das ist für A = der Sinn der 
Gleichungen (12) — alle E 2 der F 2J die die feste E 2 : a^ , b^ in 
je einer Geraden schneiden. 

Dagegen ist sowohl für A =4= 0, als für A = durch den 
Punkt <fy, bp des i? 7 ein Komplex von oo 5 Geraden der F 2 (4) 
des R 6 definirt. Im Falle A =j= enthält dieser Komplex alle 
die oo 5 ebenen Büschel, die in den oo 5 Punkten der F 2 (4) durch 
die zugeordneten E 2 bestimmt sind, im Falle A = kann er 
einfacher definirt werden als der Komplex aller 00 5 Geraden, die 
in den betreffenden 00 3 E 2 der F 2 enthalten sind. 

Auch hier tritt die Analogie mit dem linearen Komplexe 
des i? 3 und seiner Ausartung deutlich zu Tage. 

Wünscht man diesen Komplex von 00 5 Geraden analytisch 
darzustellen, so kann man folgendermaassen verfahren: 

Sind tfy, Vp und u^ v^ die Parameter zweier E 2 der F 2 (4) 
des JR 6 , so ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass diese E 2 eine Gerade gemein haben, das Bestehen der sieben 
Gleichungen: 

IViVjt V k v'i + VqUj — UjVo = 
UiUk UjcU'i -f- U Vj VjUli = 
VqUq UqVq-^-UiVi ViUi-\- 1*2^2 ^2^2 + %^ #3^3 = 0. 
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Aus diesen Gleichungen folgt sogar umgekehrt: U = 0, TJ' = 0, 
sobald die u, v' den u, v nicht proportional sind, sie sagen also 
aus, dass u^ v^ und u^ v^ zwei E 2 der F 2 (4) des B 6 sind, die 
sich in einer Geraden schneiden. Da nun umgekehrt durch jede 
Gerade der F 2 genau 00 * verschiedene E 2 der F 2 hindurchgehen, 
so kann man die 28 Grössen: u^ul — u v u^ u ß v' v — v v u^ 
Vn'v' v — VyVpj zwischen denen die 7 Relationen (15) bestehen, 
als homogene Koordinaten für die Geraden der F 2 (4) des B B 
benutzen. Bei den 00 5 Geraden des vorhin besprochenen Kom- 
plexes, der auf der F 2 des i? 6 durch einen beliebigen Punkt a^ b fl 
des J? 7 definirt ist, müssen nun die Parameter w, v und u\ v 
der hindurchgehenden E 2 der F 2 (4) noch den Bedingungen: 

0...3 0...3 

5fou«V + b^) = 0, ^(a^ + b^) = 









genügen. Für die eben definirten Koordinaten der Geraden der 
F 2 ergeben sich daher noch die Bedingungen: 



(16) 



( 0...4 

0...4 

y { a M (v ß vl — v v v' h ) + b fl (u h v' v - — v v u^) } = 

(v=0, 1, 2, 3), 

unter denen aber blos sieben von einander unabhängige ent- 
halten sind. 

Von hier aus kann man leicht zu den gewöhnlichen homo- 
genen Linienkoordinaten des B B übergehen. Setzt man nämlich: 

XiXk — x k x'i =Pik, Xiy' k — y k x'i = Pi k ', yiy'k — yky'i = !>*'*', 

so findet man für eine beliebige Gerade der F 2 (4) des J? 6 : 

Pik = VjVo VoVj, Pi> k > = UjUo UoUj 

Poi = V Uf UiVo = VjV k — V k Vj 

Poi'= U Vi Viiii = UjU k U k Uj 

Pik' = u ( v k — v k u'i («=H) 

Pii* = U k V k V k U k + UjVj VjUj 

^Pll' + #22' + P33' = 2 (u Vq — VqUq) 



(17) 
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und kann daher mit Hilfe von (16) leicht die sieben linearen 
homogenen Gleichungen zwischen den pfk angeben, die unsern 
Komplex darstellen. Im Falle: oq -(- &o = 0, a /t = fy« = 
^ = 1, 2, 3) erhält man insbesondere den Komplex: 



(18) 



Pol +i>2'8' = 0, P02 + #»'1' = 0, JP03 +Pl*r = 

Poi' + P*s = 0, Po2' + Pm = 0, pos + P12 = 

Pll' 4" #22' + #33' — 0. 



Da die Zahl der pik einundzwanzig beträgt, so geht hieraus 
hervor, dass man die oo 5 Geraden des Komplexes auf die Punkte 
einer fünffachausgedehnten Mannigfaltigkeit M 6 eines ebenen 
Baumes von 13 Dimensionen abbilden kann. Es ist das nebenbei 
bemerkt der Kaum der adjungirten Gruppe der vierzehngliedrigen 
Gruppe des 2? 6 , die unser Komplex gestattet, und zwar ent- 
sprechen bei dieser Abbildung den oo 4 Geraden des Komplexes, 
die durch einen Punkt der F 2 (4) gehen, die Punkte einer 
Geraden der üf ft , so dass also die oo 5 Punkte der F 2 (4) in 
oo 5 Gerade (die einzigen Geraden) der M 6 übergeben. Den 
oo 1 Punkten einer Komplexgeraden entsprechen daher auf der M 6 
oo 1 Gerade, die alle durch einen Punkt gehen und nebenbei be- 
merkt einen rationalen Kegel dritter Ordnung bilden. 

Auf diese Weise ist zwischen den beiden funffachausgedehnten 
Punktmannigfaltigkeiten, der F 2 des i? 6 und der M & des jR 13 
eine Berührungstransformation definirt, die den Punkten jeder der 
beiden Mannigfaltigkeiten auf der andern einen Komplex von 00 5 
Geraden zuordnet. Die Analogie dieser Berührungstransformation 
mit Lies berühmter Transformation, die den B d eines linearen 
Komplexes in den B s der Minimalgeraden verwandelt, ist un- 
verkennbar. 

§4. 

Das Gleichungensystem (8) stellt die o© 6 E 2 der F 2 (4) 
des i? 6 mit Hülfe von acht homogenen Parametern a^ fy, dar, 
die an die quadratische Gleichung: A = gebunden sind. 

Es ist von Interesse, die homogenen Koordinaten: 



Pikj = 



Xj Xk Xj 




a* ^k Vj 


1 1 1 
X i X/( Xj 


, Pikj' = 


x'i x' k yj 


n n n 

Xi Xk Xj 




n 11 t 

Xi x k yj 



, . . . 
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dieser E% durch die Parameter a^ b^ auszudrücken. Man findet: 

Pl23 = &0, PikQ = fy&O 

i>i'2'8' = «o, Pi'k'o = — ajoo 

Piki' = bjbi + ajbfeo, Pikk' = hh — «»&o, l>»*.r = b} 
Pior = jA — a k b k — Ojbji jp, *' = a*&*, Pw = a%bj 
Pu'k' = — (ajtti + «A), Pik'j' = — a?, - 

p iJfi , = a bj — aiü kl 

wo in dem Ausdrucke für _p,- »' das verschwindende Glied \A 
aus Zweckmässigkeitsgründen hinzugefügt ist. 

Betrachten wir nun irgend einen Komplex, der auf der F 2 
(4) des E 6 durch einen nicht auf der Fi (9) liegenden Punkt 
des B 7 definirt ist. Der Einfachheit wegen wollen wir den Punkt: 
Mo -f- ^0 = 0, u h = Vp = (fi = 1, 2, 3) des i? 7 benutzen. Die 
oo 5 2£ 2 , die dieser Komplex den 00 5 Punkten der JP 2 (4) zu- 
ordnet, sind durch die Gleichungen: 

(20) a — b = 0, A = 

definirt. Auf Grund von (19) ergiebt sich daher, dass diese 
00 5 E 2 den folgenden sieben linearen homogenen Gleichungen 
genügen: 

IPikk' + Pijj' = 2'#*v'o 
Pm +i>i'2's' = 0, 

doch darf man nicht etwa glauben, dass diese Gleichungen für 
sich allein schon genügen, um die bewussten oo 5 JE7 2 zu definiren: 
dazu sind vielmehr noch gewisse Relationen zweiten Grades er- 
forderlich, die aus (19) und (20) folgen. Jedenfalls ist aber 
soviel sicher, dass die oo 5 E 2 jedes der 00 7 Komplexe, die es 
auf unsrer F 2 (4) des JB 6 giebt, sieben lineare homogene 
Gleichungen zwischen den 35 homogenen Koordinaten pi k j be- 
friedigen. 

Die Siebenzahl der Gleichungen (21) erinnert daran, dass 
im R G gerade sieben lineare homogene Bedingungen erfüllt sein 
müssen, damit die E 2 p ik j mit einer andern 2£ 2 JP?*i einen Punkt 
gemein habe. Diese sieben Bedingungen lauten: 

( 22 ) ^±PikjP°aß Y ^0, 
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wo i, ft, j, a, jS, y irgend sechs verschiedene unter den sieben 
Indices der homogenen Punktkoordinaten des B 6 sind und wo 
die Summation über alle Permutationen von i, Je, j, a, |3, y zu 
erstrecken ist, die geraden Permutationen mit positivem, die un- 
geraden mit negativem Vorzeichen genommen. Es liegt daher 
nahe, zu fragen, ob nicht die Gleichungen (21) die Form {22) 
besitzen, wobei natürlich nicht zu erwarten ist, dass das Werth- 
system jp?*y, für das die Gleichungen (22) in (21) übergehen, 
die homogenen Koordinaten einer E 2 des 2? 6 darstellt. 

In der That überzeugt man sich leicht, dass die Gleichungen 
(22) die Form (21) erhalten, wenn man setzt: 

(23) Pll'O = Ph'0 =Ä'0 = ii>l'2'3' = — jl>123 4* °» 

während alle andern p® k j den Werth Null bekommen. 

Demnach ist das Gleichungensystem (21) durch die Angabe 
des Werthsystems (23) der p%j vollständig bestimmt. Das Merk- 
würdigste ist aber, dass durch dieses Werthsystem (23) auch die 
vierzehngliedrige Gruppe G u vollständig bestimmt ist, die unsern 
Komplex invariant lässt. 

In einem B e mit den homogenen Koordinaten x t . . . x 1 
werden nämlich die homogenen Koordinaten pikj der E 2 bei der 
allgemeinen projektiven Gruppe: 

2^ a ^ x ^dx v 

fl v 

dieses Raumes durch die projektive Gruppe: 
1...7 

^{^tiP^kj + ^ikPfiji + dfAjPixik) g^ 
ikjfi 

transformirt. Sucht man nun die grösste projektive Gruppe des 
Raumes Xq, x^ y^ (p = 1, 2, 3), die das Werthsystem (23) in- 
variant lässt, so findet man, dass diese vierzehngliedrig ist und 
die Form besitzt 



04)' 



( d f 

Xi 5 


df , df 6 df 

Xk d y . "t- yj sx zx » dx t 




df 

y> dx h 


df 1 df df 
»* dx, + *l dx, 2x ° dy, 




, df 

Xf, dx r 


df df df 
*8jr„' X ^dx ß ^dy^ 


/ df 

T" dx v 




tu, r=l, 2, 8), 





Vv dy) 
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und das ist genau die Gruppe, die durch den Komplex (18) 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch die Gleichungen (7) 
definirt ist und die insbesondere die F 2 (4) des i? 6 invariant lässt. 

Erwähnt sei noch, dass das Werthsystem: a -f- &o = ®i 
üft = top = (fi = 1, 2, 3), das ja auch unsern Komplex be- 
stimmt, in die Gleichungen (19) eingesetzt, genau das Werth- 
system (23) liefert. 

Das allgemeinste Werthsystem der p ik j im JR 6 enthält 
30 homogene Konstanten, während die allgemeine projektive 
Gruppe des R 6 49 homogene Parameter besitzt. Daraus folgt, 
dass jedes Werthsystem p%j von allgemeiner Lage eine mindestens 
vierzehngliedrige projektive Gruppe gestattet. Nun haben wir 
gesehen, dass das Werthsystem (23) bei einer vierzehngliedrigen 
projektiven Gruppe des R B invariant bleibt und bei keiner 
grösseren. Also ist das Werthsystem (23) ein solches von all- 
gemeiner Lage und es ergiebt sich somit, dass im i? 6 jedes Werth- 
system p%j von allgemeiner Lage eine vierzehngliedrige aber 
keine grössere projektive Gruppe des R 6 gestattet und dass diese 
Gruppe durch eine projektive Transformation "mit der Gruppe (24) 
ähnlich ist. Statt des Werthsystems p^j kann man hier natür- 
lich auch den Inbegriff aller E 2 des JR 6 setzen, die den 
7 Gleichungen {22^ genügen. 

Hiermit ist die Analogie zu dem linearen Komplexe des R 3 
vollkommen zum Ausdruck gebracht, denn es ist gezeigt, dass 
jedes Werthsystem pikj von allgemeiner Lage im R 6 einen Komplex 
von der früher betrachteten Art bestimmt. Zugleich ist hiermit 
eine direkte Definition unsrer vierzehngliedrigen einfachen Gruppe 
gegeben, die an Eleganz nichts zu wünschen übrig lässt. 

Da die Gruppe (24) eine und nur eine F 2 des jR 6 invariant 
lässt, nämlich die F 2 (4), so ist zugleich klar, dass zu jedem 
Werthsysteme pi kJ - von allgemeiner Lage eine eindeutig bestimmte 
F 2 gehört, die gleichzeitig mit dem Werthsysteme p%j invariant 
bleibt. Die nächste und wichtigste Aufgabe wird daher sein, die 
Koefficienten dieser F 2 durch die paj auszudrücken, was nicht 
ganz eiafach ist, doch hoffe ich die damit verbundenen Schwierig- 
keiten bald überwinden zu können. ' 

Was nun insbesondere die E 2 des R 6 angeht, die 7 Gleichungeu 
von der Form (22J genügen, unter p^j ein Werthsystem von 
allgemeiner Lage verstanden, so zeigt die Normalform (21), dass 
durch jeden Punkt P von allgemeiner Lage des R 6 gerade oo 4 
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solche E 2 gehen, die dadurch definirt sind, dass sie mit zwei ge- 
wissen durch P gehenden dreifach ausgedehnten Ebenen je eine 
Gerade gemein haben. Durch jeden Punkt TL der mit phj in- 
variant verknüpften F 2 gehen auch oo 4 solche E# aber darunter 
liegen nur oo 2 auf der F 2 selbst, und diese oo 2 sind alle die E 2 
der .F 2 , die durch U gehen und mit der dem Punkte IL vermöge 
des Komplexes zugeordneten E 2 eine Gerade gemein haben. 

Die Normalform (21) oder (23) hat auch vom Standpunkte 
der GRASSMANNSchen Ausdehnungslehre Interesse, denn sie zeigt, 
dass in einem Gebiete 7. Stufe jede allgemeine Ausdehnungs- 
grösse 3. Stufe auf die Form: 

( 2 5) (^4 + «2*5 + %0«7 — 2 *1*2«3 + 2 *4*5«6 _ 

gebracht werden und also aus fünf einfachen Grössen 3. Stufe 
linear abgeleitet werden kann. Die Zahl dieser einfachen Grössen 
3. Stufe kann übrigens, wie ich nachträglich (26. Juni) von Study 
erfahren habe, auf vier herabgedrückt werden, man braucht zu 
diesem Zwecke nur (25) etwa in der Form: 

Wi + *i*2 0? — 2 * 9 ) + W& («7 + 2 — Ol + h) ( e * — O «1 
zu schreiben. 

§5- 

Die Gleichungen (10), die wir zuerst benutzt haben, um 
die 00 7 auf der F 2 (4) des i? 6 vorhandenen Komplexe zu defi- 
niren, können noch in anderer Weise gedeutet werden. 

Jeder Punkt P des R e definirt eine ganz bestimmte projek- 
tive Transformation des R e , bei der die F 2 (4) invariant bleibt, 
die Transformation nämlich, die P in Buhe lässt und auf jeder 
durch P gehenden Geraden die beiden Schnittpunkte mit der F 2 
untereinander vertauscht. Hat nun P die Koordinaten: Xq, %/u, Vp 
und sind die a„, b v die Bestimmungsstücke einer beliebigen E 2 
der F 2 (4), so geben die Gleichungen (10) einfach an, in welche 
E 2 : m^, Vft der. F 2 die E 2 :a fA , fyu bei der eben besprochenen 
projektiven Transformation übergeht. 

Diese Eigenschaft der Gleichungen (10) kann man benutzen, 
um statt der Koordinaten a /0 b^ und u^, v^ die pikj einzuführen. 

Es sei Ha^ v x hi x v = eine nicht ausgeartete F 2 des R 6 und 
x 1 . . . x n ein Punkt, der nicht auf dieser F 2 liegt. Die projek- 
tive Transformation, die in dem vorhin angegebenen Sinne durch 
diesen Punkt und durch die F 2 definirt ist, lautet dann: 
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1...7 



1...7 



&' = 2 J^, a h*le X v • x * 2j «juvXpXy . lt (i = l. ..7) 



fj. V 



ft V 



und die durch sie definirte Transformation der E 2 des i? 6 erhält 
die Form: 



Pikj = 2# t - s, a t» x pP**J + 



(26) 



fHV 



+ 2a?t 7;«^g^,- + 



/ttr 



+ 2 #,• ^ <fy „#,,#„ fÄ — 



jUf 



— y^fiv^XvPikj 



flV 

(», *,/ = 1...7). 

Ist jetzt jp,-^ ein Werthsystem von allgemeiner Lage und 
Za^^^ = die damit invariant verknüpfte F 2 , so stellen die 
Gleichungen (26) für jeden Punkt r^ . . . £ 7 , der auf der F 2 
liegt, die der F 2 angehörige und durch den Punkt gehende E 2 
dar, die der durch p ik j auf der F 2 bestimmte Komplex dem 
Punkte zuordnet. 

Man braucht sich von der Richtigkeit dieser Behauptung 
offenbar nur für irgend eine Normalform der F 2 zu überzeugen. 
Bei der von uns benutzten Normalform (4) wird das allgemeinste 
Werthsystem Pikj, niit dem die F 2 (4) invariant verknüpft ist, 
durch die Gleichungen (19) geliefert. Setzt man nun dem- 
entsprechend: 

Pl23 = v\, pl k0 = VjVoj . . . 

und berechnet die jetzt aus (10) folgenden Werthe der pi k ^ setzt 
man andrerseits für die p ik j die Werthe (19) und für die c^ 
die zur Normalform (4) gehörigen Zahlen werthe, so werden die 
linken Seiten der Gleichungen (26) bis auf einen Proportionali- 
tätsfaktor mit den rechten Seiten identisch. 

Ich werde später ausführlich auf alle diese Dinge zurück- 
kommen. 

Zum Schlüsse will ich noch eine Thatsache erwähnen, die 
recht geeignet ist, die Analogie des von mir betrachteten Kom- 
plexes mit dem linearen Komplexe des B 3 ins Licht zu setzen. 
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Geradeso nämlich, wie jede rationale Kurve dritter Ordnung 
des i? 3 einem und nur einem linearen Komplexe angehört, geradeso 
gehört jede rationale Kurve sechster Ordnung des R 6 einem und 
nur einem Komplexe der hier untersuchten Art an und zwar 
liegt dieser auf der eindeutig bestimmten F 2 des J? 6 , die alle 
zweifach ausgedehnten Schmiegungsebenen der betreffenden Kurve 
enthält. 



Druckfertig erklärt 2. VII. 1900] 



K. Zorawski: TJeber einige Kategorien infinitesimaler Trans- 
formationen der Ebene. (Vorgelegt in der Sitzung vom 1 1 . Juni 
1900 durch Herrn F. Engel, 0. M.). 

In dieser Abhandlung beabsichtige ich die gegenseitige Be- 
ziehung der infinitesimalen Transformationen der Ebene einerseits 
und einiger geometrischen Grössen anderseits einer näheren Be- 
trachtung zu unterziehen. Es sollen dabei einige Benennungen 
maassgebend sein, welche man in folgender Weise einführen kann. 

Es sei: 

eine gegebene infinitesimale Transformation und 

O (x, y, dx, dy), q (x, y, dx, dy) 

zwei gegebene homogene Functionen von demselben Grade in den 
Differentialen dx, dy mit Coeffizienten welche von x, y abhängig 
sind. Setzt man voraus, dass die Function & keine Differential- 
invariante der infinitesimalen Transformation Uf ist, und führt 
man diese Transformation auf sie aus, so ergiebt sich das Resultat: 

UO (x, y, dx, dy) = W (x, y, dx, dy), 

wo *F wiederum eine homogene Function der Differentiale von 
demselben Grade bezeichnet. Man betrachte ferner eine Curven- 
schaar: 

-F0,«,,C) = 0, (2) 

welche die Eigenschaft besitzt, dass sie eine Differentialgleichung 
von der Form: 

W (x, y, dx, dy) = Sl (x, y) q (x, y, dx, dy) (3) 

befriedigt, wo Sl eine bestimmte Function von x, y bezeichnet. 
Wenn überdies die Curvenschaar (2) eine bei der Transformation (1) 
invariante Curvenschaar bildet, so wollen wir sagen, dass die 
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Function O zufolge der Transformation (1) längs der Curven- 
schaar (2) eine gleichmässige Veränderung mit der Geschwindig- 
keit SIq erfährt. 

Die Differentialgleichung (3) kann möglicherweise von mehre- 
ren Curvenschaaren befriedigt werden. Wenn alle diese Curven- 
schaaren invariante Curvenschaaren von TJf sind, d. h. wenn die 
Differentialgleichung (3) die infinitesimale Transformation TJf ge- 
stattet, so verändert sich längs aller Integralschaaren der 
Differentialgleichung (3) mit derselben Geschwindigkeit £Iq gleich- 
massig, d. h. wie wir sagen wollen variirt mit vollkommener 
Gleichmässigkeit. *) 

1. Wir wollen im Folgenden zwei homogene Functionen <P, 
nämlich die Länge: 

ds = }/dx* + dy* 

und die Kichtung: 

x. dy 

*°= arot 835 

der Linienelemente in Betracht ziehen. Wenn wir diese Grössen 
der infinitesimalen Transformation (1) unterziehen, so folgt: 



ds St dx* + dy* 

Stp dx ' \dy dx) " dy 

Ji~ dx* + dy* 



(4) 



(5) 



Die Grösse (4) ist dann und nur dann identisch (d. h. bei 
beliebigen Werthen von dx und dy) gleich Null, wenn die Trans- 
formation (1) der Gruppe der euklidischen Bewegungen angehört; 
die Grösse (5) verschwindet identisch für jede infinitesimale Trans- 
formation der Gruppe aller Translationen und Aehnlichkeitstrans- 
formationen. Diese Fälle, in welchen ds und q> Differential- 
invarianten sind, wollen wir aus unserer Betrachtung ausschliessen. 

Es steht uns frei noch die Function q für jede dieser Func- 
tionen auszuwählen. Wir treffen die besonders einfache Wahl: 

für — ds, q = ds 
für = g>, q = 1 



1) Diese Auseinandersetzungen habe ich im Bulletin de Cracovie 
fevrier 1899 p. 81 — 83 wenn auch nicht in genau derselben Form näher 
besprochen. 
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und beabsichtigen bei diesen Annahmen das gleichmässige Ver- 
halten von ds und q> näher zu charakterisiren. Hierfür müssen 
wir zuerst in geeigneter Form gewisse Formeln vorführen, welche 
z. B. den Formeln der Kegelschnittslehre analog sind. 

Es möge noch die Voraussetzung hervorgehoben werden, dass 
sich alle zur Sprache kommenden Functionen in den betrachteten 
Puncten regulär verhalten sollen. 

2. Die Formeln (4) und (5) besitzen die gemeinsame Form: 

adx*-\-2bdxdy-\-cdy t /,v 

F ~ dx* + dy* W 

wo a, fr, c Functionen von x und y bezeichnen. P ist eine Func- 
tion des Punctes sr, y und der durch denselben gehenden Eichtung. 
Von allen diesen Richtungen spielen diejenigen eine besondere 
Rolle, welche durch die Differentialgleichung: 

bdx 2 — {a — c) dx dy — bdy 2 = (7) 

definirt sind. Ist die Discriminante: 

^ = (a — c) 2 + 45 2 

von Null verschieden, so hat man zwei senkrecht auf einander 
stehende Richtungen, die Hauptrichtungen heissen sollen. Sind 
ferner Q L und Q 2 die Winkel derselben mit der #-Axe, so werden 
diese Winkel durch die gemeinsame Formel; 

festgelegt und die entsprechenden Werte P x und P 2 der Function P 
werden durch die quadratische Gleichung: 

b* — (a — P) (c — P) = (9) 

bestimmt. Wenn die hier in Betracht kommenden Grössen reelle 
Werthe besitzen, so sind P t und P 2 der grösste und der kleinste 
aller derjenigen Werthe, welche die Function P in dem Puncte #, y 
anzunehmen vermag. Falls die Discriminante gleich Null ist, 
sind zwei Unterfälle möglich. Entweder ist c = a, b = und 
also P== a, d. h. von der Richtung unabhängig, oder es bestehen 
diese Identitäten nicht. In diesem letzten Unterfalle hat man: 

2b + i(a — c) = 0, (10) 

also reducirt sich die Function P auf die Form: 

adx^icdy 

dx±idy 

Math.-phys. Olasse 1900. 7 
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Von beiden Vorzeichen ist dasjenige zu wählen, welches in der 
Identität (10) stattfindet. 

Wir wollen nun annehmen, dass in der Gleichung (6) P 
eine gegebene Function von x und y bezeichnet. Dann bestimmt 
die Differentialgleichung: 

(a — P) dx* + 2bdxdy + (c — P) dy* = (n) 

im Allgemeinen zwei von einander verschiedene Curvenschaaren, 
deren keine, sobald A =4= 0, zu den Schaaren der Minimalgeraden 
gehört. Diese zwei Curvenschaaren sind dann und nur dann mit 
einander identisch, wenn P eine der Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (9) bezeichnet, d. h. wenn im Falle A =%= die Diffe- 
rentialgleichung (11) eine Hauptrichtung und im Falle A = O 
eine Doppelschaar von parallelen Minimalgeraden definirt. 

3. Wir wollen im allgemeinen Falle A =f= die Winkel in 
Betracht ziehen, welche von den Integralcurven der Differential- 
gleichung (11) mit den Hauptrichtungen d. h. mit den Integral- 
curven der Differentialgleichung (7) gebildet werden. Für diese 
Winkel werden wir eine einfache Formel ableiten. Hat man zu- 
erst zwei Differentialgleichungen von der Form: 

adx % -(- 2idxdy -f- cdy 2 = 0, (12) 

<ädx* + 2fbdxdy + ßety 2 = (13) 

und eliminirt man aus denselben den Differentialquotienten -~ , 
so folgt: 

(Sic — 2956 + So) 2 — 4 (93 2 — WS) (b 2 — ac) = 0. (14) 

Nimmt man nun noch eine dritte Differentialgleichung: 

adx -{- 2hdxdy -{- cdy = (15) 

und bezeichnet mit: 



tgS = dxd_y-dydx (i6) 

dxdx-\-dydy 

die Tangente des Winkels einer Integralcurve von (12) mit einer 
Integralcurve von (15), so giebt zunächst die Elimination 

des Differentialquotienten =— aus (15) und (16) eine Differential- 

dx 

gleichung von der Form (13), in welcher 
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3l=ä + 2btg£ + ag 2 £, 
© = b — (ä — c) ig 8 — b tg 2 S, 
<£ = c — 2btg# + ätg 2 £, 
und sodann folgt durch Benutzung der Formel (14) das Ergebnis: 

{oc-2bb+cä+2[b(ä~c)-b(a--c)]tgÄ+(aa+2bb+cc)tg 2 ^} 2 

— 4 (b 2 — oc) (b 2 — äc) (1 + tg 2 S) 2 . 

Wenn wir in diese Formel die Werthe: 

a = fc, b = — \{a — c), c = — 5, a = a — P, b = &, c = c — P 

einsetzen, so müssen aus derselben die Winkel S zwischen den 
Integralcurven von (11) und den Hauptrichtungen folgen. Führt 
man die betreffende Rechnung aus, so hat man: 

sin 2 28 = J [6 2 — (a — P) (c — P)]. (17) 

Aus dieser Formel folgt unter Anderem, dass die Richtungen, 
welche durch die Differentialgleichung (11) definirt sind, mit 
den Hauptrichtungen gleiche aber entgegengesetzt gerichtete Winkel 
bilden. 

Die Gleichungen (8) und (9) besagen, auf welche Weise man 

aus a, 5, c die Grössen Q 17 Q 2 = Q t -f- — , P 1 und P 2 bestimmen 

kann. Anderseits kann man auch a, &, c durch diese Grössen aus- 
drücken. Es ergeben sich nämlich die Formeln: 

« = i Pi + Pt + (-Pi - Pi) cos 2«], j 

6 — i(P,— P,)sin2«, (18) 

« = T [ p i + -P2 - (J\ - -P») oos 2«],J 

in welchen Q t , d. h. der dem Werthe P t entsprechende Winkel, 
einfach mit Q bezeichnet worden ist. Aus diesen Formeln folgt: 

^ = (p 1 -p 2 ) a 

und auf Grund derselben kann der Winkel S aus den Formeln: 



ccM-^S+lW, sin2S== + !>^ö) (I9) 

berechnet werden, vorausgesetzt, dass der Winkel mit derjenigen 
der beiden Hauptrichtungen genommen wird, für welche P=P l ist. 

7* 
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Im Ausnahmefalle d — können ähnliche Betrachtungen 
nicht durchgeführt werden. Bezeichnet man aber den Winkel 
einer Curve (n) mit der #-Axe mit T, so hat man einerseits die 
Richtung einer Minimalgerade: 

tgT— + », 
anderseits die Richtung: 

Diese Formeln können als analog den Formeln (19) angesehen 
werden. 

4. Alle diese Betrachtungen können unmittelbar auf die Zu- 
wächse von ds und cp angewendet werden. Führt man die Be- 
zeichnungen ein: 

dj , dr\ x (d£ , dr\\ t (dr\ d% 

dx 



-^g-'-*ej+s)-'.ie-Ä)— < 2 °> 

wo bei der Interpretation der betrachteten eingliedrigen Gruppe 
als einer stationären Bewegung der Flüssigkeit w die Rotations- 
geschwindigkeit des Flüssigkeitstheilchens bezeichnet, so kann man 
diese Zuwächse in der Form: 

1 8(ds) Xdx*-\- 2 y dxdy-\- pdy* , n 

~ds~W~ dx* + dy* — G) ' ^ 2I ' 

9 _ (w + y)dx* + (p — l)dxdy + (w — y)dy* _ a , . 



8 



St dx* + dy 

angeben. In beiden Fällen hat die Discriminante A denselben 

Werth: 

^ - 0* - i)» + V, 

also ist das Vorhandensein der Hauptrichtungen in beiden Fällen 
derselben Bedingung ^ =f=0 unterworfen. Diese Hauptrichtungen 
werden mit den zugehörigen Werthen von co (m v co 2 ) und (6 V ö 2 ) 
für cd durch die Gleichungen: 

tg2tf = r ^, y«_(i_„)(^_„)_0 (23) 

und für 6 durch die Gleichungen: 

t g 2Ä = ^\ (0-«,)' = 4 (24) 

bestimmt. Wir wollen diese Richtungen beziehungsweise als Haupt- 
richtungen erster und zweiter Art bezeichnen. Sodann können 
wir auf Grund der Formeln (23) und (24) den folgenden Satz 
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aussprechen: Die rechten Winkel zweier Hauptrichtungen werden 
von den Hauptrichtungen der anderen Art halbiert. Ferner ist 
leicht zu verificiren, dass für die Hauptrichtungen der ersten Art 

= w, 
und für die Hauptrichtungen der zweiten Art 

ist. Endlich sieht man auf Grund der Formeln (18), dass, so- 
bald unter g und h diejenigen Winkel verstanden werden, welche 
den Werthen g} ± und t entsprechen, man die Beziehungen: 

* = 2 K + ro 2.+ ( w i — «*) cos M >| 

7 = I ( ro i — «2) sin 2 9> ( 2 5) 

f* = 1 [ß>! + » 2 (»! G> 8 ) COS 2#] ) 

und 

|(f* — l) = | (0 X — Ö 2 ) sin 2Ä, y = | (Ö, — 2 ) cos 2Ä, 

^ = i (öi + ö 2 ) (26) 

angeben kann. Aus diesen Formeln folgt, dass man die Grössen, 
welche rechter Hand stehen, immer so wählen kann, dass die 
Identität: 

X — ö 2 = ©! — ro 2 (27) 

besteht. Bei einer solchen Wahl, welche wir im Folgenden 
voraussetzen wollen, hat man: 

Ä = ? + J±|- (28) 

Die Formeln (21) und (22) können auch anders betrachtet 
werden. Sind cd und gegebene Functionen von x und y, so 
kann man sagen, dass für die Curvenschaaren, welche durch (21) 
und (22) bestimmt sind, die Grössen ds und g> sich beziehungs- 
weise mit den Geschwindigkeiten cods und ändern. Wenn wir 
die Winkel, welche diese Curven mit den entsprechenden Haupt- 
riohtungen bilden, beziehungsweise mit e und II bezeichnen, so 
hat man zur Bestimmung derselben die Formeln: 



ÄC _Ar,,2_^ V. „vi — 0- — 2g»-(p 1 +m > ) 

und 



^^.-^[/-(i-»)^-»)], 0082*= ^-^+^ (29) 



cos*2JI=4( Ö — «O'i co 8 2JT= 29 T (ei + e,) - 
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Bis jetzt haben wir vorausgesetzt, dass der Werth von 4 
von Null verschieden ist. Hat man aber dagegen J = 0, so 
muss vor Allem hervorgehoben werden, dass in diesem Falle 
eine Schaar von parallelen Minimalgeraden vorhanden ist, welche 
gleichzeitig bei jeder Geschwindigkeit oads und bei jeder Ge- 
schwindigkeit die Gleichungen (21) und (22) befriedigt. Andere 
Curvenschaaren, welche zu den Geschwindigkeiten tods, beziehungs- 
weise 6 gehören, werden durch die Gleichungen: 

X + il . X — u, dx + idy _ , . X — cd 

w = — ^ -j ~- , T . / , tgv=* + t 

2 ' 2 dx ± %dy^ J — ft — cd 

und 

a dx^f idy , .w —6 + y 

= w + y 1 — — r~ , t g& = + % a 

dx±idy' * — w — — y 

bestimmt. Wenn l = (i ist, so stellen diese Formeln die andere 

1 1 
Schaar der Minimalgeraden vor, hat man co = ~T und 6 = w, 

so bestimmen sie dieselbe Schaar der Minimalgeraden und be- 
stehen diese Beziehungen gleichzeitig, so werden die Gleichungen 
(21) und {22) identisch für alle Richtungen erfüllt. In diesem 
letzten Falle ist die infinitesimale Transformation conform. 

5. Um nun die vorgeführten Formeln auf die Charakterisirung 
des gleichmässigen Verhaltens von ds und cp anzuwenden, beachte 
man, dass die Bedingung des invarianten Verhaltens einer Diffe- 
rentialgleichung mit Hilfe der Formel: 

^ ) - SÄ + fe - 0i)» -Ty y 

bestimmt wird. Hat man nämlich eine Differentialgleichung von 

der Form: 

y = tgA 

wo A eine Function von x, y bezeichnet, so kann man diese Be- 
dingung mit Benutzung der Bezeichnungen (20) in der Form: 

U(A) = w + ^=-^ sin 1A + y cos 2A (30) 

darstellen. 

Wenn wir nun zuerst annehmen, dass J von Null ver- 
schieden ist, so wird man eine Curvenschaar, längs welcher ds 
mit der Geschwindigkeit oods variirt, durch den Winkel: 

A = g + e (31) 
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definiren können. Soll nun dieses Verhalten gleichmässig sein, 
so muss der Winkel g -f- e die Relation (30) befriedigen, d. h. es 
muss die Beziehung bestehen: 

U(g) — w+ U(e) + -J- fa — c»,) sin 2s = 0, (32) 

welche aus (30) auf Grund der Formeln (25) ohne Weiteres 
folgt. Die Beziehung {32) . ist eine Differentialgleichung, welche 
man auf Grund der Formeln (29) auch in der Form: 

(«! — w 2 ) Ufa — © Ufa — © 2 ) — fa Z7(© 2 ) — © 2 U(m x )) 

+ 2 ( w i — ^2) ( w — w i) ( w — «2) 

+ 2fa — w 2 ) 1/(0)! — co) (o — o> 2 ) (ff(p) — «0 = (33) 

darstellen kann. Diese Differentialgleichung bestimmt alle Winkel f, 
beziehungsweise alle Geschwindigkeiten ads, für welche ds entlang 
der Curvenschaar (31) ein gleichmässiges Verhalten aufweist. 

Wir wollen jetzt annehmen, dass beide Curvenschaaren, 
welche der Geschwindtgkeit ads zugehörig sind, bei der Trans- 
formation Uf unverändert bleiben. Wenn dies der Fall ist, so 
besteht die Relation (32) sowohl für + s als auch für — f, und 
die Relation {33) sowohl für das obere als auch für das untere 
Vorzeichen beim Wurzelzeichen. Ist also die Gleichmässigkeit 
vollkommen, so hat man die Relationen: 

w = 17(» (34) 

tf(0 + ¥ Ol — "2) sin 2e = (35) 

fa — © 2 ) Ufa) — © Ufa — «2) — fa Ufa) — g> 2 Ufa)] 

+ 2(© 1 — a> 2 ) (w — ©J (w — ©j) = 0, (36) 

von welchen die erste eine Bedingung für die Möglichkeit einer 

vollkommen gleichmässigen Geschwindigkeit darstellt. Um die 

geometrische Bedeutung dieser Bedingung klarzustellen,, beachte 

man, dass die Theilchen der Flüssigkeit, welche im Momente t 

die Hauptrichtung g ausmachen, im Momente t -J- it die Richtung 

g -f- wdt besitzen. Falls aber die Bedingung (34) stattfindet, 

so wird 

g _|_ w $t = g(x + g*t, y + rjdt) 

die Hauptrichtung im Momente t -f- dt Es folgt also der 
folgende einfache Satz: 

Wenn die infinitesimale TransformaMan die Hauptrichtungen 
besitzt, so ist es für das vollkommen gleichmässige Verhalten der 
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Länge der Linienelemente nothwendig und hinreichend, dass bei 
der Ausführung der Transformation die Hauptrichtungen erster 
Art stets in ebensolche Hauptrichtungen übergehen. Wenn diese 
Bedingung erfüllt ist, so können unendlich viele Curvensehaaren 
bestimmt werden, längs denen das vollkommen gleichmässige Ver- 
halten von ds stattfindet. Die Winkel s dieser Curven mit den 
Hauptrichtungen erster Art werden durch die Differentialgleichung 
(35) w*d die zugehörigen Geschwindigkeiten cods durch die 
Differentialgleichung (36) bestimmt. 

Im Ausnahmefalle J = besteht jedenfalls die Beziehung: 

2y + (A — f*)t — O f 

d. h. es bleibt jedenfalls die zugehörige Schaar von parallelen 
Minimalgeraden invariant. Soll* dabei noch die andere Curven- 
schaar invariant bleiben, so muss der Winkel v der Relation: 

U(v) = w + i^^e+* iv 

genügen. Aus derselben folgt für die Geschwindigkeit cads die 
Differentialgleichung : 

(l — a>) U(j», — w) — (fi — a>) U(l — g>) 
— ^=^ (2 (o — X — ft) (2 co — l — ft + 2 wi) = 0. 

6. Um die Bedingung für das gleichmässige Verhalten der 
Richtung q> zu bekommen, soll bei der Voraussetzung J =^= in 
der Formel (30) 

A = h + n 

genommen werden. Mit Benutzung der Formeln (26) folgt die 
Relation: 

U(h) — w — \(e i — 2 ) cos 2 J7 -f u(n) = 0, (37) 
welche auch in der Form: 

(öi - *i) v<e) - u(e t - e t ) - [*, u(e t ) - 0, uft)] 



+ 2(0 t - 0,) V(0! - 0) (0 - 0,) [U(k) - 0] = (38) 

geschrieben werden kann. Die erste dieser Differentialgleichungen 
bestimmt die Winkel mit den Hauptrichtungen zweiter Art, die 
zweite bestimmt die zugehörigen Geschwindigkeiten 6 derjenigen 
Curvensehaaren, längs welchen q> sich gleichmässig verhält. 
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Wenn nun beide Curvenschaaren, die der Geschwindigkeit 
zugehören, invariante Curvenschaaren sind, so besteht die Be- 
dingung (37) sowohl für II wie auch für — JT und die Be- 
dingung (38) für beide Vorzeichen des Wurzelzeichens. Man hat 
dann die Beziehungen: 

w = U(h) — \(e % — 2 ) cos 2 JT, (39) 

— U(h), (40) 

<7(JT) = 0, (41) 

(o x — o f ) u(6) — e u{e x — e 2 ) — [e t u(o 2 ) — e 2 u(e t y\ = o. ( 4 2) 

Die Beziehungen (39) und (40) einerseits, die Beziehungen 
(41) und (42) anderseits sind mit einander äquivalent. Die 
Beziehung (41) sagt aus, dass der Winkel JT eine Invariante der 
infinitesimalen Transformation ist. Demnach kann man die Be- 
ziehung (39) mit Benutzung der Formeln (27) und (28) in der 
Form schreiben: 

w = U(ß) + (©! — cd,) 3, 

wo 3 eme Invariante ist. Auf Grund dieser Formeln kann der 
folgende Satz ausgesprochen werden: 

Wenn die infinitesimale Tremsformation die Hauptrichtungen 
besitzt, so ist es für das vollkommen gleichmässige Verhalten der 
Richtung der Linienelemente nothwendig und hinreichend, dass bei 
der Ausführung der Transformation die Hauptrichtungen erster 
Art im Momente t nach der Zeit dt in solche* Richtungen über- 
gehen, welche mit den Hauptrichtungen erster Art im Momente 
t + tt einen Winkel (^ — a> 2 )%dt bilden. Falls diese Bedingung 
erfüllt ist, so existiert ein und nur ein Paar von Curvenschaaren, 
längs welchen das vollkommen gleichmässige Verhalten von q> statt- 
findet Die Winkel JT dieser Curven mit den Hauptrichtungen 
zweiter Art werden durch die Beziehung (39) und die zugehörige 
Geschwindigkeit durch die Beziehimg (40) bestimmt Längs 
jeder Bahncurve von TJf ist JT eine Constante. 

Man sieht ohne Weiteres, dass, sobald die vollkommene 
Gleichmässigkeit der Länge ds möglich ist, auch die vollkommene 
Gleichmässigkeit der Richtung g> stattfindet. Dieselbe besteht für 
die Hauptrichtungen erster Art, welche die einzigen Curven- 
schaaren sind, längs welchen die beiden Grössen ds und q> voll- 
kommen gleichmässig variiren können. 
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Wenn endlich der Ausnahmefall J = stattfindet, so wird 
folgendes die Bedingung sein, dass ausser der Schaar der Minimal- 
geraden noch die andere Curvenschaar invariant bleibt: 

J7(0) = w + ye + 2 '*. 

Diese Bedingung kann anders in der Form: 

y U(io — 0) — (10 — ff) U(y) + 2iy6 (w — 0) = 

geschrieben werden. 

7. Diese Entwickelungen beziehen sich unmittelbar auf die 
stationäre Bewegung einer Flüssigkeit in der Ebene, sie können 
aber auch auf eine nichtstationäre Bewegung übertragen werden. 
Man muss dabei statt (1) das Symbol: 

^-Si-5i+«**oJ-£+*(**og (43) 

in Anwendung bringen, und betrachtet man das Verhalten einer 
homogenen Function von dx und dy: 

(x, y, f, dx, dy), 

so wird man bei der Berechnung von 

ÜO{x, y, t, dx, dy) = *F(x, y, t, dx, dy) 

berücksichtigen müssen, dass die Differentiation 6 nach der Zeit 
durch die Formel (43) bestimmt ist, während die Differentiation d 
eine Verschiebung in der Ebene bezeichnet, bei welcher die Zeit 
unverändert bleibt, d. h. dt = ist. Wenn nun eine Curven- 
schaar: 

F(x, y, t,C) = 

die Differentialgleichung von der Form: 

*F(x, y, t, dx, dy) = Sl(x, y, t)(f(x, y, t, dx, dy), 

befriedigt, und dabei eine invariante Schaar von Gleichungen der 
infinitesimalen Transformation Uf ist, so sagen wir wie früher, 
dass die Function O während der Bewegung längs der Curven- 
schaar F = mit der Geschwindigkeit SIq sich gleichmässig ver- 
ändert. Wir nennen diese Gleichmässigkeit vollkommen, wenn 
alle Curvenschaaren, welche die Differentialgleichung befriedigen, 
invariante Schaaren von Uf sind. 

Auf diese Weise gelten die früheren Entwickelungen auch 
für die nichtstationäre Bewegung der Flüssigkeit in der Ebene. 
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Insbesondere, wenn die Bewegung der Flüssigkeit Hauptrichtungen 
besitzt, können in Bezug auf die Curven, welche in jedem Punkte 
Hauptrichtungen erster Art tangieren, die wichtigsten Sätze der 
Artikel 5 und 6 so ausgesprochen werden: 

Für das vollkommen gleichmässige Verhalten der Länge der 
Linienelemente ist es nothwendig und hinreichend, dass jede Schaar 
der Theilchen der Flüssigkeit, welche im Momente t eine solche 
Curve ausmacht, im Momente t -f- St eine ebensolche Curve bildet 
Für das vollkommen gleichmässige Verhalten der Bichtung ist es 
nothwendig und hinreichend, dass die Theilchen der Flüssigkeit, 
welche im Momente t eine solche Curve bilden, im Momente t -f- öt 
eine Curve bilden, welche gegen die Hmptrichtung erster Art um 
den Winkel (<»! — <o 2 )%dt geneigt ist. 

Vermöge dieser Sätze werden gewisse Kategorien von Be- 
wegungen einer Flüssigkeit in der Ebene durch einfache Differential- 
eigenschaften charakterisirt. 
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SITZUNG VOM 2. JULI 1900. 

Vorträge hielten: 

Herr Wilhelm His, o. M.: „Lecithoplast und Angioplast der Wirbel- 
thiere" (Abhandlungen Bd. XXVI No. 4). 

Herr Friede. Engel, o. M. : Vorlegung einer Abhandlung von Herrn 
Gerhard Kowalewski in Leipzig: „Elementvereine und Streifen- 
elemente im B n 1 j". 

Herr Ad. Mayer, o. M. : Vorlegung einer Abhandlung von Herrn 
J. Thomae in Jena: „Ueber ultraelliptische Integrale 11 . 

Gerhard Kowalewski: Elementvereine und Streifenelemente 
im B n +i. (In der Sitzung vom 2. Juli 1900 vorgelegt durch 
Herrn Fr. Engel, 0. M.). 

In der vorliegenden Note wird auf einen bis jetzt noch nicht 
explicite eingeführten Begriff aufmerksam gemacht, den Begriff 
Streifenelement. Er kommt implicite in der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung vor, wo besonders die- 
jenigen Gebilde eine Rolle spielen, welche wir als ebene Bü/ndel 
von Streifenelementm bezeichnen werden. Diese Thatsache tritt 
in keiner Darstellung jener Theorie mit voller Klarheit hervor, 
so dass es keineswegs überflüssig sein dürfte, ausdrücklich auf 
sie hinzuweisen. 

Auch in mancher andern Hinsicht ist, wie wir sehen werden, 
der genannte Begriff von Bedeutung. Nur ein Punkt sei hier 
erwähnt. Herr Engel 1 ) hat zum ersten Mal die für die Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung so wichtige 
Aufgabe gelöst, für ein Krümmungselement des B 3 eine solche 
analytische Definition zu finden, die bei Berührungstransformationen 
ihren Sinn behält. Unter Benutzung des Begriffs Streifenelement 



1) Die höheren Differentialquotienten. Leipziger Berichte 1893, 
S. 468 — 476. In dieser Arbeit findet man auf S. 475 den Satz 1 für 
drei Veränderliche dem Wesen nach angegeben. 

Math.-phye. Classe 1900. 8 
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lässt sich für ein Krümmungselement des B n +< x eine geometrische 
Definition angeben, deren Invarianz bei Berührungstransformationen 
evident ist. 1 ) 

Die in dieser Note durchgeführten Betrachtungen lassen sich 
auf Elemente höherer Ordnung ausdehnen, wo sich dann Resul- 
tate ergeben, die für die Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen höherer Ordnung von Nutzen sein können. 

i. 
Streifenelemente und ebene Bändel von solchen. 

Einen Verein von oo 1 Elementen erster Ordnung nennt man 
nach Lie einen Streifen. Sind im -R«-|_i 

die Coordinaten eines Elements erster Ordnung, so wird ein solcher 
Streifen dargestellt durch ein Gleichungssystem 

Die Functionen £, f, it müssen dabei die Bedingung 

di — 2^^ = ° 

t 

erfüllen. Betrachten wir die Grössen x, #, p als Coordinaten 
eines Punktes in einem JR 2 *i+i> so entspricht unserm Streifen 
eine Integralcurve der PpAFF'scheu Gleichung 

(i) dx — ^PidXi = 

und umgekehrt jeder Integralcurve von (i) ein Streifen im -ß n -|_i. 
Das, was einem Linienelement einer solchen Integralcurve ent- 
spricht, wollen wir ein Streifenelement nennen. Es wird bestimmt 
durch zwei unendlich benachbarte Elemente des Streifens, und 
wir können als seine Bestimmungsstücke die Grössen 

a*i, ... , #„, #, p ly . . . , p n \ äx\ : . . . : dx n : dz : dpi : . . . : dp H 

betrachten, zwischen denen die Relation (i) besteht. 

Einem ebenen Bündel von oo m (m < 2n — 1) Linienelementen 
der PpAFF'schen Gleichung (i) entsprechen oo m Streifenelemente, 

— »- — — - - - - 

i) Die Frage nach einer solchen Definition hat mein Freund 
H. Liebmann aufgeworfen. 
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die von einem Element (#, #, p) ausgehen und deren Inbegriff 
wir ein ebenes Bündel von oo m Streifenelementen oder auch ein 
ebenes Bündel (m -f- l)-ter Stufe von Streifenelementen nennen 
wollen. Alle von einem Element (x, z, p) ausgehenden Streifen - 
elemente bilden ein ebenes Bündel 2«-ter Stufe. Ein ebenes 
Bündel erster Stufe besteht aus einem einzigen Streifenelement. 
Bei jeder Berührungstransformation geht offenbar ein ebenes 
Bündel s-ter Stufe (s = 1, , . ., 2n) von Streifenelementen in 
ein eben solches über. 

2. 

Conjngierto Streifenelemente und Bündel. Nnllbnndel. 

Zwei von demselben Element (x, 0, p) ausgehende Streifen- 
elemente *) 

(2) (x, z, p\ dxidzidp), {x,z,p\ SxiSzzdp) 

können bereits eine gegenüber Berührungstransformationen in- 
variante Eigenschaft haben. Sie können nämlich einem Verein 
von 00 2 Elementen erster Ordnung angehören, d. h. zu Streifen 
gehören, die aus Elementen : eines solchen Vereins bestehen. Diese 
Eigenschaft wird offenbar durch Berührungstransformationen nicht 
aufgehoben. 

Die Gleichungen 

(3) %i = h(u, V), Z = ?(W, V)\ Pi = 7ti(u, V) (» = 1,.. , n) 

stellen einen Verein von 00 2 Elementen erster Ordnung dar 9 ), 
wenn die Bedingungen 

du ^^ du ' dv ^£j dv 

erfüllt sind. Differentiiert man die erste nach v, die: zweite 
nach u, so ergiebt sich durch Subtraction 



^_* \du dv dv du) 



und hieraus nach Multiplication mit dudv — dvöu 



1) Natürlich bestehen die Gleichungen dz — ^P\dx i = 0, 
Sz ^JgPiSXi = 0. 

2) Die Parameter w, v werden als wesentlich vorausgesetzt. 
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(4) J>l{ß>Xi6pi — dptix,) = 0, 



i 



wenn 



dXi = ir*du + -?rdv* de =K-du + K-dv. 

du ' dv ' du l dv 1 

* % du ' 00 ' 

Sxi = J^du + ^tfv, tftf = *-8u 4- K-dv, 

du ' 00 ' du " 0t> ' 

•^ du x dv ^ 

ist, wenn also die beiden Streifenelemente (2) dem Elementverein 
(3) angehören. 

Besteht umgekehrt für die beiden Streifenelemente (2) die 
Gleichung (4), so lässt sich leicht ein Verein von 00 2 Elementen 
erster Ordnung herstellen, der die beiden Streifenelemente enthält. 

Es sei nämlich 

dxi = ttidu, dz = cdu, dpi = fydu 
Sxi = cciöv, Sz = ySv, dpi = ßidv 
und, da es sich um Streifenelemente handelt, 

(5) c—^p 4 ai = 0, y—^PiCCi = 0. 
Wegen der Gleichung (4) ist ausserdem 

(6) ^>}(*ißi — h«) = 0. 

Dann bestimmen die Gleichungen 

IX,- = Xi + 0{U -f- «i^j 
Z =z +cu + yv + \(Au* + 2Buv-\-Cv 2 ), 
-Pf- = Pi + h u + ßi v > 

in denen X, Z, P als laufende Coordinaten zu betrachten sind, 
bei passender Wahl der Constanten A, B, C einen Verein von 
00 2 Elementen erster Ordnung, dem offenbar die beiden Streifen- 
elemente angehören. Die genannten Constanten brauchen nur so 
bestimmt zu werden, dass die Gleichung 

dZ —^PidXi = 

identisch besteht, dass also identisch 
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c -f- Au -f- JBv — TS (p* + &* w + ftv)a< = , 

y -f- -#w -j- C y — /, (Pi + &*<* + ftv)«£ = 

ist. Dies lässt sich aber unter Berücksichtigung von (5) und (6) 
dadurch erreichen, dass man 

setzt. Wir formulieren die bisherigen Ergebnisse als 

Satz 1. Zwei Streifenelemenie (x, z, p; dx:dz:dp), (x, z, p; 
6x:öz:dp) des -ß„+i gehören dann und nur dann einem Verein 
von <x> 2 Elementen erster Ordnung an, wenn die Gleichung 

1,. . .j n 

^ (dXidpt — dpiöxi) = 

t 

besteht. 

Zwei solche Streifenelemente wollen wir als conjugiert be- 
zeichnen. Dann ist ohne Weiteres klar, dass bei Berührungs- 
transformationen conjugierte Streifenelemente in conjugierte über- 
gehen, dass also das Gleichungssystem 



dz 



— /tPi*** = °» äz — SiPiäXj = 0, 
^ (dXiöpi — dpiSxt) = 



invariant bleibt, was ein bekannter Satz ist. 

Ein ebenes Bündel von Streifenelementen, die paarweise 
conjugiert sind, wollen wir ein Nullbündel nennen. Ueber der- 
artige Bündel gilt folgender Satz 1 ): 

Satz 2. Em ebenes Bündel m-ter Stufe von Streifenelementen 
gehört dann und nur dann einem Verein von oo m Elementen 
erster Ordnung an, wenn es ein Nullbündel ist. 1 ) 

Die Gleichungen 

(8) Xi = &(!*!, . . . , U m ), Z = f (Wi, . . . , U m ), 

Pi = 1ti(lhj • • •* «m) 

1) Für m = 2 ist der Satz bereits oben bewiesen und mit Satz 1 
identisch. Da jedes Streifenelement mit sich selbst conjugiert ist, so 
können wir sagen, dass jedes ebene Bündel erster Stufe ein Null- 
bündel ist. Offenbar gilt dann auch der Satz 2. 
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stellen nämlich einen Verein von <X> m Elementen erster Ordnung 
dar 1 ), wenn die Bedingungen 

erfüllt sind. Daraus ergiebt sich 

^ -2 teä^ - ffs^j - °- * ff=1 > ■ ■ - m) 

Sind nun (#, z, p\ dx\dz:dp), (x, z, p; 6x:öz:6p) zwei dem 
Vereine (8) angehörige Streifenelemente, bestehen also ausser (8) 
Gleichungen von der Form 

d * ima 2iW du v dz= 2jdir du ^ d » i= =2idT du ^ 

V " V 

Q 9 ? 

so ist wegen (9) 

^ (dXiSpi — dpiSxi) = 0. 

Das ebene Bündel m-ter Stufe, welches aus. allen Streifen- 
elementen besteht, die in einem Verein von oo m Elementen (x&p) 
von einem Element ausgehen, ist also ein Nullbündel. 

Sind umgekehrt 

(x, z, p\ d^x\d Q z:dqp) (e=i,..., m) 

m unabhängige 2 ) Streifenelemente eines Nullbündels m-ter Stufe, 
und setzt man 

(io) dqXi = ClQidUQ, dqZ = CqdUq, dqPi = bqidUq, 

so ist 

c Q — ^PiCiqi = 0, ^ (a Qi bai — a a ib Q i) = 0. 

• • 

Die Gleichungen 

Xi = Xi +^ a>QiU Q 

Q 



1) Die Parameter w, . . ., u m werden als wesentlich vorausgesetzt. 

2) d. h. solche, die keinem Bündel von kleinerer Stufenzahl an- 
gehören. 
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bestimmen dann bei passender Wahl der Constanten A^ a {A^ =Aoq) 
einen Verein von <x> m Elementen erster Ordnung, der offenbar 
die m Streifenelemente, mithin das ganze Nullbündel enthält. 
Man hat die genannten Constanten nur so zu bestimmen, dass 
die Gleichung 

dZ — yjPidXi = 

i • 

identisch besteht, dass also identisch 

c (> ~^~^j -AqoUo — ^j (jP* "f"^f 1>oiWo)a Q i = ( ? =1, .... m) 

a { a 

ist. Unter Berücksichtigung der Gleichungen (10) lässt sich dies 
dadurch erreichen, dass man 

^Q a = /i baiflq i = Si ^>" aai 

i i 

setzt. Damit ist der Satz 2 vollständig bewiesen. 

Verstehen wir jetzt unter (x, 0, jo; d^xid^zid^p) m un- 
abhängige Streifenelemente eines beliebigen ebenen Bündels wi-ter 
Stufe, so genügen diejenigen Streifenelemente, welche zu allen 
Streifenelementen dieses Bündels conjugiert sind, abgesehen von 
der Gleichung 8z — ^£pi8xj=0 den m unabhängigen 1 ) Gleichungen 

^(dXidqPi — dpid Q Xi) == 0. (0 = 1, . . ., m) 

i 

Sie bilden also ein ebenes Bündel (2n — m)-ter Stufe. Beide 
Bündel nennen wir conjugiert 

Ein ebenes Bündel m-ter Stufe hat mit seinem conjugierten 
Bündel ein gewisses Bündel ^i-ter Stufe (0 <^ (i ^ m) gemein. 2 ) 
Die Zahl (i könnte man als den Bang des Bündels bezeichnen. 



1) Dass die Gleichungen unabhängig sind, folgt aus der Unab- 
hängigkeit der m Streifenelemente. 

2) Der Fall p = bedeutet, dass die beiden Bündel kein Streifen- 
element gemein haben. 
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Stufe und Bang eines ebenen Bündels von Streifenelementen sind, 
wie man leicht zeigen kann, seine einzigen Invarianten bei Be- 
rührungstransformationen. 

Bei einem Nullbündel ist der Bang gleich der Stufe. Ein 
Nullbündel ist nämlich in seinem conjugierten Bündel ganz ent- 
halten. Daraus folgt, dass für ein solches Bündel m^2n — m y 
d. h. m ^ n ist. Daher der 

Satz 3. Im R n +i giebt es kein Nullbündel von Streifen- 
. dementen, dessen Stufe die Zähl n übertrifft. 

Ein Nullbündel n-ter Stufe ist vor allen anderen ebenen 
Bündeln von Streifenelementen dadurch ausgezeichnet, dass es mit 
seinem conjugierten Bündel zusammenfällt. 

Es ist leicht zu erkennen, dass jedes Nullbündel m-ter 
Stufe (w < n) in oo 2 ^- 1 »)- 1 Nullbündeln (m + l)-ter Stufe ent- 
halten ist. Man braucht nämlich nur ein solches Streifenelement 
des conjugierten Bündels hinzuzunehmen, welches nicht dem Bün- 
del m-ter Stufe angehört. Umgekehrt enthält jedes Nullbündel 
(m + l)-ter Stufe <x> m Nullbündel m-ter Stufe. Jedes Nullbündel 
m-ter Stufe ist auch in unendlich vielen Nullbündeln n-ter Stufe 
enthalten, wie man durch wiederholte Anwendung des obigen 
Ergebnisses findet. 

Das conjugierte Bündel eines ebenen Bündels (2n — l)-ter 
Stufe ist ein ebenes Bündel erster Stufe, d. h. ein einziges Streifen- 
element, welches (als Nullbündel) in dem ersten Bündel (seinem 
conjugierten) enthalten ist. Wir wollen es als das charak- 
teristische Streifenelement dieses Bündels bezeichnen. Da ein Null- 
bündel n-ter Stufe mit seinem conjugierten Bündel zusammen- 
fällt, so gilt der 

Satz 4. Alle Nüllbimdel n-ter Stufe, welche einem ebenen 
Bündel (2n — l)-ter Stufe von Streifenelementen angehören, ent- 
halten das charakteristische Streifenelement dieses Bündels. 

Wir wollen schliesslich nicht unerwähnt lassen, dass man 
ein ebenes Bündel 2 n-ter Stufe als einen ebenen R^n— i mit den 
Streifenelementen als Punkten betrachten kann. Die Gleichung (4) 
bestimmt dann in diesem Baume ein Nullsystem. Jedem Punkt 
entspricht eine hindurchgehende (2 n — 2)-fach ausgedehnte Ebene 
und umgekehrt jeder solchen Ebene ein in ihr liegender Punkt. 
Zwei conjugierten ebenen Bündeln von Streifenelementen ent- 
sprechen zwei ebene Punktmannigfaltigkeiten des R% n — 1» die in 
Bezug auf das Nullsystem conjugiert sind. 
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3. 

Anwendungen. 

In einem Vereine von oo m Elementen (x, z } p) geht von 
jedem Element ein Nullbündel w-ter Stufe von Streifenelementen 
aus. Auf Grund von Satz 3 können wir also schliessen, dass es 
im -ß n +i keinen Verein von mehr als 00* Elementen erster 
Ordnung giebt. 

Stellen die Gleichungen 

(11) F x (x t z, p) = 0, .. ., F n+1 (x, z, p) = 

im B n _|_i einen Verein von 00* Elementen erster Ordnung dar, 
so definieren die Gleichungen 

(12) dz — ^PidXj — 0, dF x = 0, . . ., dF n+1 = 

ein Nullbündel w-ter Stufe von Streifenelementen, wenn (x, z, p) 
ein Lösungssystem von (11) ist. Da& durch 

(13) dz—^jpidXi = 0, dF 9 = 

definierte ebene Bündel (2n — l)-ter Stufe 1 ) enthält das Bündel 
(12), folglich muss nach Satz 4 das charakteristische Streifen- 
element des ersteren dem letzteren angehören. Vergleicht man 

i i 

mit 

SiJiXjdpi — dpidxi) = 0, 

so findet man für das erwähnte charakteristische Streifenelement 

dF D (dF dF\ 

öx> -jgit, iPi = -[j~+ Vi - 9 i) '«■ 

(» = 1, ..., n) 



1) Sollte für das betrachtete Element (x, z, p) 
m/dF- , dF \ <*ndF 

2{*t+*?f)*«+2T? t '*- 

sein far alle möglichen dx^ dp., so wäre eo ipso [F F a ] = 0. 

(ff=»l,..., n-f 1) 
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Setzt man diese Ausdrücke in (12) oder in 



i * i * 



2 



(a=sl,..., n-f-1) 

ein, so ergiebt sich 
Sp\ dF ^ dF », dF a\ ^ a /dF dF\\ 

* 

Stellen also die Gleichungen (11) einen Verein von oo n Ele- 
menten erster Ordnung dar, so bestehen die Gleichungen 
[F Q F a ] = (<>, 0=1,..., n + 1) infolge von (1 r). 1 ) 

Wenn umgekehrt diese Gleichungen infolge von (11) be- 
stehen, so muss die Gleichung dz — ^SpjdXj = eine Folge 
von dF 1 = O y •••, dF n +i=0 sein, sobald (#, #, p) eine 
Lösung von (11) ist. Wäre dies nicht der Fall, so definierten 
die Gleichungen (12) ein ebenes Bündel (n — l)-ter Stufe von 
Streifenelementen. 2 ) Dieses enthielte nun wegen der Gleichungen 
[FqFo] = das ebene Bündel (n + l)-ter Stufe, welches die 
charakteristischen Streifenelemente der n -f- 1 Bündel (13) be- 
stimmen. 8 ) Das ist aber ein Widerspruch. 

Wir haben hiermit einen Beweis für den wichtigen Satz 4 ) 
gewonnen, dass die Gleichungen (11) dann und nur dann einen 
Verein von 00 n Elementen erster Ordnung bestimmen, wenn sie 
unabhängig und ausserdem die Gleichungen [JF^JFJ = eine 
Folge von (11) sind. 

Betrachten wir nunmehr, um eine andre Anwendung"* zu 
machen, eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

(14) Ffa, .. ., x n , 0, p ± .. .p n ) = Q. 

Eine solche Gleichung integrieren heisst nach Lie alle Vereine 
von <x> n Elementen erster Ordnung suchen, die ihr genügen. 



1) Diese Gleichungen sagen aus, dass das zu (12) conjugierte 
Bündel ein Nullbündel ist. Dann ergiebt sich mit Bücksicht auf 
Satz 3 die Umkehrung ebenso einfach. 

2) Hierbei ist vorausgesetzt, dass die Gleichungen (11) unabhängig 
sind. 

3) Es ist nichts andres als das conjugierte Bündel von (12). 

4) Vgl. Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen, IL S. 96. 
Theor. 11. Der Beweis des Satzes füllt die Seiten 93 — 95. 
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Jeder solche Verein wird erzeugt, von oq*"^ 1 charakteristischen 
Streifen der Gleichung (14). Mit Hilfe der Begriffe, die wir 
oben eingeführt haben, ergiebt sich dieser für die Integrations- 
theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
fundamentale Satz fast von selbst. 

Die Gleichung (14) stellt nämlich eine Mannigfaltigkeit von 
oo 2n Elementen erster Ordnung dar, die kein Verein ist. Die 
beiden Gleichungen 

(15) de — ^PidXi = 0, dF=0 

i 

sind also, wenn (#, #, p) ein Element jener Mannigfaltigkeit ist, 
von einander unabhängig und stellen das ebene Bündel (2n — l)-ter 
Stufe der Streifenelemente dar, welche in der Mannigfaltigkeit 
von dem erwähnten Element ausgehen. Dieses Bündel besitzt, 
wie wir wissen, ein charakteristisches Streifenelement. Jedem 
Element der Mannigfaltigkeit (14) entspricht also ein Streifen- 
element. Diese oo 2n Streifenelemente lassen sich aber zu oo 2w—1 
Streifen zusammenfassen 1 ), welche offenbar bei Berührungstrans- 
formationen mit der Mannigfaltigkeit covariant sind. Es sind 
die charakteristischen Streifen der Gleichung (14). Ein Verein 
von oo n Elementen erster Ordnung, welcher der Mannigfaltigkeit 
(14) angehört und etwa das Element (#, #, p) enthält, ordnet 
diesem ein Normalbündel w-ter Stufe von Streifenelementen zu, 
welches in dem Bündel (15) enthalten ist und daher nach Satz 4 
das zu (#, s, p) gehörige charakteristische Streifenelement ein 
schliefst. 

Die den Flächenelementen unseres Vereins entsprechenden 
charakteristischen Streifenelemente von (14) gehören also dem 
Verein an, und daraus folgt, dass er von oo n—1 charakteristischen 
Streifen erzeugt wird. 

Um die Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen 
zu finden, hat man nur das charakteristische Streifenelement des 
Bündels (15) zu bestimmen, was durch Vergleichung von 

2^,+* i£) $xt + 2W t * pi = ° 

mit 



1) Dies folgt aus der Existenz der Lösung eines simultanen Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung. 
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^ (dXi ipt — dpt dx t ) = 
i 

geschieht. Dadurch erhält man unter Berücksichtigung von 
dz — *Spi d%j = das bekannte Gleichungssystem 

dx { d& dz 

(16) dF~ (dF . dF\~ ^ d F 

Fassen wir mit Leb 1 ) dies.e Gleichungen als die Definitions- 
gleichungen einer infinitesimalen Transformation auf, so fahrt 
diese infinitesimale Transformation (ihr Symbol ist [Ff]) jedes 
Flächenelement von (14) längs des hindurchgehenden charakteri- 
stischen Streifens fort. Führt man sie continuierlich auf einen in 
der Mannigfaltigkeit (14) enthaltenen Verein von oo*— 1 Elementen 
erster Ordnung aus, der nicht selbst von charakteristischen Streifen 
erzeugt ist, so beschreibt er einen Verein von 00* Elementen, 
der in (14) enthalten ist. Dass es ein Verein wird, folgt daraus, 
dass innerhalb von F = die infinitesimale Transformation 
[Ff] mit 

[Ff] - F%, 

also mit einer infinitesimalen Berührungstransformation identisch 
ist. Wählt man (was ohne Integration möglich ist) den erwähnten 
Verein von oo*"" 1 Flächenelementen in allgemeinster Weise, so 
erhält man durch das angegebene Verfahren den allgemeinsten 
Verein von oo* Elementen erster Ordnung, der die Gleichung 
(14) erfüllt. Er wird von den oo* - * 1 charakteristischen Streifen 
erzeugt, die von den Elementen des ersten Vereins ausgehen. 

Haben die beiden partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung 

(16) F(x u . . . x n , z, pi . . ., p n ) = 0, G = 

einen gemeinsamen Integralverein 8 ) von 00 n Elementen erster 
Ordnung und ist (#, £, p) ein Element desselben, so gehört das 

1) Die hier folgende Betrachtung gehört Lie und ist nur der 
Vollständigkeit wegen beigefugt. 

2) Diese Bezeichnung soll ausdrücken, dass der Verein die beiden 
Gleichungen erfüllt. 
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von. ihm ausgehende Nullbündel n-ter Stufe von Streifenelementen 
sowohl dem Bündel 

dz — y t Pi d#i = , dF = 

als auch dem Bündel 

dz — S,& dx { = , dG = 

an. Es enthält also nach Satz 4 die charakteristischen Streifen- 
elemente dieser beiden Bündel. Da es sich um ein Nullbündel 
handelt, so sind die beiden Streifenelemente conjugiert. Das erste 
ist definiert durch 

**-.g«H, d Pi :(|| + 1 ,,|£)<», dz^^p^dt, 

das zweite durch 

**' = §f**' ** (H+^lr)"' ie= 2 p<d dp] 6t 

Setzt man diese Werte in 

^ f (dXi dpi — dpi dxi) = 

* 

ein, so erhält man 

Der den Gleichungen (16) gemeinsame Integralverein von <x> n 
Elementen erster Ordnung erfüllt also auch die Gleichung [.Fff]=0. 
Das ist ein wohlbekannter Satz. 

Endlich wollen wir noch kurz auf die Definition eines 
Krümmungselements (Elements zweiter Ordnung) im 22» +1 ein- 
gehen. Wenn man eine Mannigfaltigkeit 

betrachtet, so gehört zu jedem ihrer Punkte ein Element 

dz dz 

und von ihm geht ein Nullbündel w-ter Stufe von Streifen- 
elementen aus, welches durch die Gleichungen 

k * * 
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definiert wird. Es ist also vollkommen bestimmt durch #1, . . ., a? n , z 
und die ersten und zweiten Ableitungen von z nach den x. Das 
Umgekehrte gilt offenbar auch, und wir können daher den In- 
begriff der Grössen 

, N dz d*z 

geometrisch darstellen durch jenes Nullbündel w-ter Stufe. Em 
Element zweiter Ordnimg im -R n -fi (d. h. zunächst der In- 
begriff der Grössen (17)) n lässt sich also geometrisch betrachten als 
ein NuUbündel n-ter Stufe von Streifenelementen. 1 ) Wahrend nun 
bei Berührungstransformationen die Grössen (17) unter Umständen 
sinnlos werden, behält die angegebene geometrische Definition 
immer ihren Sinn, und man wird consequenter Weise jedes Null- 
bündel w-ter Stufe von Streifenelementen als ein Krümmungs- 
element ansehen müssen, weil alle diese Bündel bei Berührungs- 
transformationen äquivalent sind. 



1) Vgl. die auf S. 91 citierte Arbeit von Engel. 
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J. Thomae: lieber uUraellipUsche Integrale. (In der Sitzung 
vom 2. Juli 1900 vorgelegt durch Herrn Ad. Mayer, o. M.) 

Der Logarithmus einer Thetafunction 
# ((w — e)) = # (ujl — e x , m 2 — e 2 ; r n , r 12 ,. r 22 ) 

= ^ V6 iÄ ( r il m ? +2r i2 TO l W 2" fr 22 TO 2) +2iÄ ( M l m i + M 2 m 2) 

wächst um bestimmte Grössen, wenn man die obere Grenze der 
überall endlichen Integrale u x u^ über einen Querschnitt der zu- 
gehörigen RiEMAim'schen Fläche führt. Die Auswerthung dieser 
Grössen durch Periodicitätsmoduln ist an sich einfach, und von 
Riemann gegeben, so lange man sich mit einer Oongruenz be- 
gnügt Es bleibt dann aber ein gewisses System ganzer Mul- 
tipla von Periodicitätsmodulen unbestimmt. Will man, was hier 
geschehen soll, dieses System vollständig bestimmen, so muss 
man natürlich ein bestimmtes Querschnittnetz zu Grunde legen, 
und eine Abänderung desselben wird zu andern Ergebnissen 
fuhren. 

§ 1. Der algebraische Bereich s, z, die zugehörige Fläche T 
und ihre Zerschneidung in eine einfach zusammenhängende T'. 
In dem algebraischen, durch die Grundgrössen 

Z, S = Vz — kx •& #2 * Z — ^3 ' Z \ ' Z — h ' Z — *• 

bestimmten Bereiche setzen wir die Verzweigungswerthe Jc t Ä 2 • • • & 6 
als reell und der Grösse nach geordnet voraus. Die Formeln, 
die wir hier gewinnen wollen, sind analytische Functionen der k y 
und können daher als frei von dieser Voraussetzung angesehen 
werden, nur müssen bei Variation der Verzweigungsstellen die 
Integrationswege einer besonderen Aufmerksamkeit unterworfen 
werden, wenn ein Verzweigungspunct bei Festhalten der übrigen 
um einen oder einige der letzteren herumgeführt wird. 

In der zweiblättrigen RiEMANN'schen Fläche, die zum Bereiche 
#, z gehört, mögen die Durchsetzungslinien geradlinig zwischen 
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W, W, W angenommen werden und auf dem 
obern Ufer der ersten im obern Blatte mag s als posi- 
tiv imaginär angenommen werden. Dadurch ist für den 
weitern Verlauf von s die Zugehörigkeit der Werthe 
zum obern oder untern Blatte völlig bestimmt. Die 
punctirten Linien mögen dem untern, die ausgezogenen 
dem obern Blatte angehören. Die Durchsetzungslinien 
sind ebenfalls durch ausgezogene Geradenstöcke dar- 
gestellt. Wir ziehen den Querschnitt a t bei Äg be- 
ginnend längs der reellen Achse in der negativen 
Richtung derselben durch den unendlich fernen Punct 
hindurch im obern Blatte bis zum Puncte Jfc 6 , umgehen 
denselben negativ in einem (unendlich) kleinen Kreise 
und gehen nun auf demselben Wege in entgegengesetzter 
Bichtung und im unteren Blatte nach k x zurück, um 
mittels einer negativen Umkreisung dieses Punctes den 
Querschnitt zu schliessen. Die Benennung des bei dieser 
Zugrichtung zur Linken liegenden Ufers als das positive 
geschieht wie herkömmlich. Vom positiven Ufer von 
a t im untern Blatte bei \ ziehen wir einen zweiten 
Querschnitt h t ganz im untern Blatte bleibend erst auf 
dem obern Ufer der Durchsetzungslinie Jc^ dann nach 
Umkreisung des Punctes Jc % auf dem untern Ufer der- 
selben Linie entlang nach k t und um \ herum bis zu 
dem dem Ausgangspuncte auf a 1 auf dem andern (dem 
negativen) Ufer gegenüberliegendem Puncte zurück. 
Die Schnittpuncte der beiden Querschnitte sollen Achsel- 
puncte heissen und mit 

A++ A+- AT+ A~- _ 

gekennzeichnet werden, so dass z. B. A J" der Achsel- 
punct ist, der auf dem positiven Ufer von a x und auf 
dem negativen von \ liegt. 

Die weitere Zerschneidung von T durch die Quer- 
schnitte a 2 b 2 ist durch die beistehende Figur hinreichend 
klar kenntlich gemacht. Die Achselpuncte dieses 
Systems sollen analog wie vorhin mit. 

-^2 -^2 ^2 ^2 

bezeichnet werden. Die so zerschnittene Fläche werde 
mit T' bezeichnet, sie ist zwar noch nicht einfach 
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zusammenhangend, sondern es müssten dazu noch die beiden 
Querschnittsysteme a t b x , a 2 b 2 durch eine Linie c verbunden werden. 
Da aber die hier in Betracht kommenden Functionen zu beiden 
Seiten der Linie c dieselben Werthe annehmen, so kann von der 
Einzeichnung dieser Linie abgesehen werden. 

(Die Figur wurde des Baumes wegen um 10° gedreht, so 
dass in ihr das hier als oberes Ufer gekennzeichnete in dieser 
Figur das linke Ufer ist.) 

§ 2. Die einfachsten Integrale erster Gaüwng v/nd ihre 
Periodicitätsmoduln. Es giebt zwei linear unabhängige Integrale 
erster Gattung durch die alle übrigen als lineare homogene Func- 
tionen mit constanten Coefficienten darstellbar sind. Es empfiehlt 
sich zu dieser Darstellung die beiden folgenden zu wählen, 



*,* /iM 



dz / \ / (* — \)dz 
— , w 2 = w 2 (s % z)=J v f—- . 

Die Grösse A^?, um die w^ auf dem positiven Ufer Von 
a v grösser ist als auf dem negativen, und die Grösse B^ v um 
die Wp auf dem positiven Ufer von b v grösser ist als auf dem 
negativen, heissen die Periodicitätsmoduln dieser Function, sie 
werden durch bestimmte Integrale dargestellt. In den hierauf 
bezüglichen Integralen sollen die Integrationswege geradlinig im 
obern Blatte, und wenn sich dort Durchsetzungslinien vorfinden, 
auf dem obern Ufer derselben genommen werden. So ist 

f**dw x = \A n , f* 6 l dwi = — T B ii' 

f^dw l = —\A 12 , f^dw x = — \B n . 

J^ dw 2 =—\A 22 , J**dw 2 = — ±B 22 . 

In den folgenden Formeln bedeutet +r positiv bez. negativ 
reell, und +i positiv oder negativ imaginär. 

A n ist — i , B n ist + r , A 12 ist — i, B 12 ist -J- r. 

j4 21 ist — i, l? 21 ist — r, -4 22 ist — ? > ^22 ist ~f" r > 

Das Vorzeichen von B n hängt von der gegenseitigen Lage 
der k ab, giebt es für k 1 Jc 2 "Jc e einen Symmetriepunct, so ist 

Math.-phys. Classe 1900. 9 
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Wollte man die Fläche T' durch diese Integrale auf die w x - 
und tiyEbene abbilden, so wäre zu beachten, dass die Ver- 
zweigungsstellen, die # = oo s = + °° una * — &i s = o ent- 
sprechen, auf den Band der Bilder fallen, und dass deshalb 
diese Bilder Stücke dieser Ebene nur einfach bedecken könnten. 
Wir begnügen uns aber damit, nachher die Abbildung durch 
ein transcendent normirtes Integral näher ins Auge zu fassen. 

Die Achselwerthe von w 1 w 2 sollen mit 

^n + > W+~ W~ + , WZ~, W++ W+~, WT t + T^-beia^ 
mit 

W+ + , W+ t -, W~ + , W^~, W++, W+~, W^ + , TF--bei«,6 2 

bezeichnet werden. 

§ 3. Die transcendent normirten . Integrale erster Gattimg 
und ihre Periodicitätsmoduln. Es sei 

-^92 "^41 ""11 11 



I A I A A A A 

so ist \A\ reell und die a sind rein imaginär, ihr Vorzeichen 
findet sich nachher. Wir bilden die Integrale 

U l — a ll W l + a 21 W 2l ^ — »12 w i + «22 W V 

Dann ist u t auf dem positiven Ufer von a t um 

a nAi + "21-^2^ = 1 1 
auf dem positiven Ufer von b x um 

«n-^n + a 2i ^21 = T ii 

grösser als auf dem negativen. Nach Riemann's Sätzen, be- 
treffend die Convergenz der Thetareihen, ist r n . positiv imaginär. 
Die weiteren Periodicitätsmoduln giebt die Tabelle: 

bei a x b t a% b 2 

ist der Modul von u^ = 1 r n r 12 

» * 

W 2 = T 21 1 T 22 

und es sind r 11 r 22 positiv imaginäre Grössen, t 12 = t 21 ist eben- 
falls rein imaginär. Die Function du x \ dz wird, von den un- 
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endlich fernen Puncten der Fläche T abgesehen, zweimal Null, 
und zwar in übereinander liegenden Puncten. Da nun 



J ** 



ist, so verschwindet du x in der zweiten Ordnung für einen 
reellen Werth von z zwischen k 3 und k A . Es ist deshalb für 
reell wachsende z im obern Blatte, und auf den obern Ufern der 
DurchsetzungsliDien, du x zwischen k x und Ä^ positiv, weil 



r. 



l'^-i 



J *i 



ist. Zwischen k 2 und k^ ist deshalb du x positiv imaginär, 
zwischen k s und # 4 ist du x anfänglich negativ reell, am Ende 
aber positiv reell, und zwischen Ä 4 und k b ist du t positiv ima- 
ginär. Da nun 

^ du x = 2 t 18 

ist, so muss t 12 = t 21 negativ imaginär sein. 

Die Werthe u t (ä^) u% (k x ) können willkürlich angenommen 
werden. In der folgenden Tabelle für die Verzweigungswerthe 
ist über die Anfangs werthe so verfugt, dass die bekannte Rie- 
MANN'sche Bedingung erfüllt ist. 

2^Ä), 2%(*t), 2^), 2^), 2u l (k 5 ), 2 Wl (Ä 6 ), 

2tt 2 (fc 1 ), 2^(Ä; 2 ), 2m,(Äs), 2w 2 (fc 4 ), 2«sj(ä; 5 ), 2w 2 (ä; 6 ), 

1 r 22 y * r 22 * ■*■ T" T 21 J r 21 r 21 T 22 i * T~ r 21 r 22* 

4-4- 4 I- 4 

Hieraus bestimmen sich die Achsel werthe U{[ U 12 U 1X 

' * ^22 ~" ^ er Functionen u x u 2 , sie sind zum Theil den Ver- 
zweigungswerthen gleich, zum Theil um einen Periodicitätsmodul 
davon verschieden. 

Das Differential du± ist für kleine Werthe von z — \ 
nahe cc 12 dz:s, und da 5 dort positiv imaginär, das Differential 
positiv reell ist, so muss cc n = A 2i : | A | ebenfalls positiv ima- 
ginär, \A\ negativ reell sein. Damit sind die Vorzeichen von 
« u cc 12 cc 2l «22 bestimmt. Die Determinante |*7Ct| = — tt 2 |t| = 
— jr 2 B\ : |.A| muss nach den Sätzen über die Convergenz der 
Thetafunctionen positiv reell sein. Daraus fliesst, dass \B\ eine 
positiv reelle Grösse ist. 

9* 
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c_ fA; V 



K 



'+t„ca; 



Das Differential unter dem Integral 

dessen Integrationsweg im obern Blatte verläuft, wechselt auf 
diesem Wege sein Zeichen nicht. In der Nähe von Tc x ist es 
nahe cc xi dz : $. Dort ist s negativ reell, a 12 = — A n : |-4| ist 
negativ imaginär, also ist ? 13 = r 21 negativ imaginär, was wir 
schon einmal fanden. 

§ 4. Abbildung der Fläche T' auf die u t - Ebene. Es werde 
u i ( 5 ? *) — u i (J°i) = u gesetzt. Führt man z in T' in negativer 
Richtung über das negative Ufer von 6 1? so erhält u bei k 2 den 

Wert y, und bei Jc t im 

Puncte A x ~" den Werth 
1. Es bildet sich das 
negative Ufer von b ± 
in der w-Ebene auf die 
Gerade zwischen und 
1 monoton ab, ich 
meine so, dass einer 
einheitlichen Zugrich- 
tung in T' eine ein- 
heitliche Zugrichtung 
in der u- Ebene ent- 
spricht. Führt man z 
weiter über das posi- 
tive Ufer von o t , von 

ÄT~ nach -47" + bei 




jfAfy 



0(A") -u(**>*i- b * 

\, so durchläuft u der 
imaginären Achse parallel die Gerade vou 1 bis 1 -(- t u monoton, 
und 1 -|- "2**11 entspricht dem Puncte k 6 auf dem positiven 
Ufer von a v Führt man weiter z über das positive Ufer 

von \ von A~[ nach A~ , so durchläuft u die Gerade zwischen 

l-J-r u und t n monoton, und rückt endlich z längs a~ von 

A~ nach .A" , so durchläuft u die imaginäre Achse von x n 
bis monoton. Wegen der Winkeltreue muss das Bild von T' 
zur Linken, also im Innern des Rechtecks 0, 1, 1+%, % 
liegen. Soll dasselbe Theile der w-Ebene mehrfach bedecken, so 
müssen die verschiedenen Blätter dieser Bedeckung durch Ver- 
zweigungspuncte mit einander verbunden sein. Nun wird aber 
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du = du t nur auf dem Querschnitt b 2 , un ^ zwar zweimal (in 
übereinander liegenden Puncten von T) unendlich klein zweiter 
Ordnung. Es sind demnach im Innern von T' keine Verzweigungs- 
puncte vorhanden, und es kann u das Rechteck nur einfach 
bedecken. Da aber der Flächeninhalt des Bildes von T' wie 
Riemann beweist — iitx n ist, so muss das Bild von T' das 
Rechteck auch wirklich überall bedecken. Befände sich im 
Innern des Rechtecks irgendwo ein Loch, so könnten dessen 
Berandungen Theilen des Querschnittsystems a 2 b 2 entsprechen. 
Die Untersuchung der Bilder dieser Querschnitte ergiebt aber, 
dass diese oder Theile davon nicht die Begrenzung eines Loches 
bilden können, denn diese Bilder werden von Stücken gerader 
Linien gebildet, wegen der Realität der k. Durchläuft u das po- 
sitive Ufer des Querschnittes a 2 monoton, so wächst es um die nega- 
tiv imaginäre Grösse r^, u geht daher von der A 2 entsprechenden 
Stelle, wo es den Werth U^" — u x (Jc t ) hat, monoton senkrecht nach 

unten bis zu der -Ag entsprechenden Stelle. Das andre Ufer 
dieser Linie entspricht dem andern Ufer von a 2 , weil u zu 
beiden Seiten dieses Querschnittes denselben Werth hat. Den 
beiden Ufern von b 2 entsprechen zwei parallele Stücke von ge- 
raden der reellen Achse parallelen Linien, aber nicht monoton. 

Führen wir z von der Stelle A 2 über das negative Ufer von 
& 2 , so wächst u zunächst um reelle Werthe, und läuft in der 
w-Ebene bis an die Stelle V t , an der du sein Zeichen wechselt. 
Von da nimmt u ab um bei k 9 wieder im Ausgangspuncte an- 
zukommen, geht dann monoton nach links weiter bis zum 
Puncte Tg, um von da längs derselben Linie (rückwärts) zum 

Ausgangspuncte, der A 2 entspricht, zurück zu kehren. Dem 
positiven Ufer von b 2 entspricht in gleicher Weise eine parallele 
Linie, die um ir 12 nach unten verschoben ist. V ± V 2 liegen 
symmetrisch in Bezug auf das Bild von a 2 . Es ist nun klar, 
dass die Bilder von a 2 b 2 kein Loch im Rechteck begrenzen 
können, und dass deshalb diese Bilder, so wie die Puncte V x V % 
im Innern des Rechteckes liegen müssen, und es folgt daraus 
weiter, dass J du ± über Theile von b 2 erstreckt, deren Bilder nur 
auf einer Seite des Bildes von a 2 liegen, immer kleiner als y ist. 
Ersetzt man den Querschnitt b 2 durch einen andern, der sich 
nicht unendlich nahe an die Durchsetzungslinie h^k^ anschmiegt, 
der etwa eine Ellipse bildet, in der k 2 k% Scheitelpuncte sind, so 
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wird dadurch ein durch das Bild von b 2 begrenztes Stuck in 
das Rechteck eingeschaltet, in dem die w- Ebene doppelt bedeckt 
ist, für das die Gerade V 1 V 2 Durchsetzungslinie ist. Da der 
Querschnitt b 2 durch W geht, wo u denselben Werth annimmt, 
so ist das Bild dieses Querschnittes lemniscatenartig, und das die 

w-Ebene zum zweiten Mal 
bedeckende Stück lehnt 
sich an das Bild von a 2 
wie ein Akazienblätter- 
paar an seinen Stengel; 
die Rippe jedes Blattes 
entspricht der Durch- 
setzungslinie. An dem 
andern Ende des Bildes 
von a 2 wird aus dem Recht- 
eck ein ebenso grosses, 

durch das Bild von b~ 
begrenztes Ebenenstück 
herausgeschnitten , über 
dem die u- Ebene gar 
nicht bedeckt ist. 

Ein ganz ähnliches 
Rechteck liefert natürlich die Abbildung von T' durch t^, und 
man schliesst aus demselben, dass J*du 2 über Teile von \ er- 
streckt, deren Bilder nur auf einer Seite des Bildes von a x liegen, 
immer kleiner als \ ist. 

§ 5. Wie ändert sich lg&((u — c)), wenn die Variabele z 
über einen Querschnitt geführt wird. Die Function lg & ((u — e)) 
ist für jede Stelle s, z in T' nur bis auf ein Multiplum von 2 in 
% bestimmt. Nimmt man den Werth dieser Function, also auch den 
dieses Multiplums von 2 in an einer bestimmten Stelle s Q z als ge- 
geben an und geht von ihm stetig zu einer andern Stelle über, so 
ist für diese letztere Stelle das entsprechende Multiplum von 2 in 
durch das Princip der stetigen Fortsetzung bestimmt. Jeder Quer- 
schnitt ist in T eine geschlossene Curve. Hier soll untersucht wer- 
den, um welches Multiplum von 2 in sich lg&^u — e)) ändert, wenn 
s, z über einen solchen Querschnitt geführt wird. Bei der von uns 
getroffenen Wahl der Anfangswerthe von u x u s ist nach Riemann 
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wenn «^a^, cc^a^ die Werthe von t^u 2 sind, die diese Func- 
tionen in den beiden Nullstellen der Function -ö- ((w — e)) in T* 
annehmen. Wir wollen hier aber nicht nur die Congruenz, sondern 
die volle Gleichheit 

Cl - <»+ «j» e, - «?+ 4* 
voraussetzen. 

Erstreckt man das Integral 

fad lg &((u — e)) 

über das ganze Querschnittsystem, also über die positiven und 
negativen Ufer in gleichbleibender, etwa in positiver Richtung, 
so hat dasselbe einerseits den Werth 

Andrerseits aber ist das Integral gleich 
/«, M" d lg * + — V d lg 3~) + f^ («+ ö( lg » + — u~ d lg &~) 
+ / («+ d lg » + — ttJT d lg &-) + / 6 («+ d lg »+— «~ d lg <r), 

wobei die obern Indices -) bedeuten, dass die Werthe von 

u und $ auf dem positiven oder negativen Ufer des an das 
Integral angehängten Integrationsweges zu nehmen sind. Bei a t 
und a 2 ist #+= fr~, bei & x ist # + = ^Ch-*)'^.'^- 

bei b 2 ist #+= e- 1 ^-^^-^^^" Für ^ = 1 erhalten wir 
somit die Beziehung 

2**«+ «*) —f mi (uT+ l)* lg* -f^uTdlg» 

+ f^itiT d lg & — uTdlg») 
+ f h ((«r+ *u) d lg » + — «r d lg 4T) 
+ / K ((«T+ *u) * lg * + — «i <* lg •"") 



= / dlg&-\-l Mi dlg— :+ / «i dlg— 



+ *nS w d lg *++ t^d lg 0+ 
Nun ist 

J a d lg#~= 2g t i7t — 3(^7""— e^)i% — iitx n) 
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wo g x eine ganze Zahl ist, um deren Bestimmung es sich eben 
hier handelt. Das Integral ist über das negative Ufer von a x 

erstreckt, nähme man es über das positive, so wäre t7^ durch 

U 1X ~~ = U~ ~~-f- 1 zu ersetzen. Das Gesammtergebniss über beide 
Integrationswege muss aber dasselbe sein, sodass g x durch g x ~\- 1 
zu ersetzen ist, und sich ergiebt 

f^d lg* + = 2(1 + 9l )in — 2(ü+ - — eji« - *«t n . 
Dabei ist 

Un~= «i(*i)> V+-= i^ft) + 1. 
Ferner ist 

/u\~d lg— - = — 2i% I %i^du x 
b x «9* J b k 

= — in -{- 2iitU x [~ 
hif bl d ^^ + = 2\\%x xx , 

wo h x eine ganze Zahl ist, die ebenfalls ihrer Ermittelung noch 
entgegensieht. Da weiter 

/ d\gfT= i d\g^-\- r d lg & + = 2h x iit + 2%% f du^ 

ist, so folgt 

f b d \g&-=2Q h —l)in. 

Weiterhin ist 

far* l e f= — — 2»«/^-^«,, 

wo h 2 eine ganze Zahl ist. .Fassen wir allejs zusammen, und 
heben den Faktor 2 in und den mit c x = a x X) -f- a™ behafteten 
Posten fort, so erhalten wir 

o = 9!— U~ — \x xx — i+ ^n' + Vii+Via — f b v>7 du i 

f b , (*T — ^ct") Äf S = 9i + J + Oi — i) r u + Vu + ^uT 

= 9i + Vn + (*i — !) r i2- 
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Die linke Seite ist reell, und nach einer oben über jdu x 
gemachten Bemerkung kleiner als 1, es mufs deshalb 

g t = 0, h ± = 0, h 2 = 1 

sein, womit diese Grössen bestimmt sind. Dass die linke Seite 
Null ist, kann übrigens direct gezeigt werden, indem man die 
Integrationselemente so paart, dass sie sich gegenseitig aufheben. 
§ 6. Fortsetzimg. Das über die Begrenzung von T' er- 
streckte Integral Ju% d lg #. Der Werth dieses Integrals ist einerseits 

2iit (a™ + a™) = 2ine 2 . 
Andrerseits ist das Integral gleich 
f ai u+d log &+ — u 2 d log <fr~ + f^ufd lg #+ — u~d lg &~, 

+f b "? d ig * + — <* ig *~» +-f±(rf r * ig * + - «T*lg*~~> 

= f d\g& + f u~d\g?±-\- f u-d\g?- + t 12 Cd lg f> + 

+ i&Sbi d *g ^ + = %ing% + 2Zr 1 i7rr 12 + 2/r 2 i7TT 22 — Zinf^ä^ 

— 2{u~~ — e 2 )i<jt — iTCT 22 — 2iitf(u 2 ~ — U+~)du 2 -\-2iiz U+~~ 
= 2ing 2 — in -\- 2h 1 i7tr i2 -\- 2h 2 inr 22 — inx 22 -f- 2e 2 in 

+ 2in (U+- - ff") + 2t« 17+- - Sinf^ - ü+-)du v 

Erwägen wir, dass analog wie im vorigen Paragraphen 
das hier zuletzt stehende Integral Null ist, und heben wir in den 
beiden für fu 2 d lg & gefundenen Ausdrücken den Factor 2 in 
und den Posten e 2 fort, so gewinnen wir die Gleichung 

o = 1 + 92 + V21 + ( h 2 — !) r 22> 
aus der sich ergiebt 

g 2 = — l \ = o h 2 = 1 , 

und es stimmen die beiden letzten Zahlen mit den oben gefundenen 
überein. Damit ist unser Ziel erreicht. 

§ 7. Zusaiwnenstellung. Sind a^ a™ a 2 v a 2 2) die Werthe, die 
u x u 2 in zwei Puncten der Fläche T' annehmen, und sind die 
Anfangswerthe der Integrale u x u 2 wie im § 3 normirt, wobei T 
durch das Querschnittsystem des § 2 in T' zerschnitten ist, und wird 
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angenommen, so ist 

f d\g& ((u — ej) = — 2(u(k 1 ) — e x ) in — r n iit 

= — i7tr n -}- iitt l2 -f- 2^1«, 

f d lg # ((u — e)) = — 2iit — 2(u 2 (k 1 ) — r 22 — e 2 )in — iitr 22 

= — 2i% -f- iitx 22 — iitr 21 -f- 2e 2 iit y 

f b d lg *+((« — e)) = o, / 6i d lg «■-((« — «)) — — 2<«, 
J^e* lg *+((« — e)) = 2»«, /^d lg &~((.u — «)) = o. 
Die Auswerthung dieser Integrale für den Fall 

«i = «r + <>, * - «?' + «sr 

ist hiermit gegeben. Die Auswerthung für den Fall 

e i = «?' + «i 2) + 0i*'" + *i*n+ Via> 

^2— «?' + «i 2> + 01** + V»l + Ä a%> 

die offenbar von ^^ unabhängig ist, macht nun keine Schwierig- 
keiten. 



Druckfertig erklärt 2. VIII. 1900.] 



t f • 



A. - 



• r 



I 

(" f'F.3 ix :cci '"« 



v „ r 



SITZUNG VOM 30. JULI 1900. 

Vorträge hielten: 

Herr W. Ostwald, o. M. : Ueber Oberflächenspannung fester Körper. 
Herr J. Wislicenus, o. M.: Das Isostilben. 

Johannes Wislioenus: Das Isostüben. 

Vor drei Jahren 1 ) konnte ich der mathematisch - physischen 
Classe Mittheilung von der Herstellung der beiden geometrisch- 
isomeren Pseudobutylene, d.h. der symmetrischen Dimethyläthylene 

CHo • CH CHq • CH 

CH 3 .CH:CH.CH 3 = „ und* i, 

CHg • CH H • C ■ OHjj 

als des ersten Beispieles der Existenz stereoisomerer ungesättigter 
Kohlenwasserstoffe, an denen es bisher gefehlt hatte, machen. 
Mehrfache, in meinem Laboratorium angestellte Versuche, auch 
das noch fehlende Diphenyläthylen oder Isostilben, das Isomere 
des bei 124 schmelzenden Stilbens C 6 H 5 • CH : CH • C 6 H 5 zu be- 
reiten, führten zwar zu Andeutungen von der Existenz eines 
Solchen Kohlenwasserstoffes, aber nicht zur Bildung grösserer und 
isolirbarer Mengen desselben neben dem stets in vorwiegender 
Quantität entstehenden gewöhnlichen Stilben; dagegen wurde 2 ) 
das dem Stilbendibromür entsprechende Isostilbendibromür und die 
beiden stereoisomeren Monobromstilbene gewonnen und auf ihre 
geometrische Konstitution untersucht. 

Bei der Vereinigung von Stilben mit Brom entsteht neben 
dem längst bekannten und weitaus vorwiegenden «Stilbendibromür, 
welches bei 237 schmilzt und sich bei gewöhnlicher Temperatur 
in 4700 Theilen Alkohol und 1025 Theilen Aether löst, stets 



1) Diese Berichte 49, 307 (1897). 

2) Wislicenüs und Seeler, Berichte der Deutschen chemischen Ge- 
ÖCi -schaft 28, 2693 ( l8 95). 

Math.-phys. Classe 1900. 10 
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etwas (5 — 17 pct) eines schon bei 110 schmelzenden, in 
25,2 Theilen Alkohol und 3,7 Theilen Aether löslichen Isomeren, 
das als ß Stilbendibromür bezeichnet wurde. Beide Dibromüre 
wurden durch 1 Mol. Alkali in alkoholischer Lösung in zwei 
wiederum verschiedene Monobromstilbene übergeführt: 

C ti H 5 • CHBr • CHBr - C 6 H 5 + KOH 
= KBr + H 2 + C 6 H 5 • CH : CBr - C 6 H 5 

und zwar lieferte das aDibromür von 23 7 Schmelzp. ein flüssiges, 
auch bei starkem Abkühlen nicht erstarrendes Bromstilben, das 
ß Stilbendibromür dagegen ein festes Isomeres, dessen Schmelz- 
punkt bei 31 gefunden wurde. Da das letztere sich mit einem 
Alkaliüberschusse sehr leicht in Toi an umwandeln Hess 

C 6 H 5 .CH:CBr-C 6 H 6 + KOH = KBr + H^O + C 6 H 5 .C:C.C 6 H 5 , 

so musste es Brom und Wasserstoff in correspondirender Stellung 
enthalten, also das plansymmetrische Bromstilben 

^6^5 • • H 

11 
CßHß • C • Br 

sein. Das flüssige Isomere dagegen wurde unter gleichen Be- 
dingungen nur sehr langsam angegriffen, war demnach das cen- 
trisch-symmetrische Bromstilben 

C 6 H 5 • C • H 

Br.C.C 6 H 5 

Aus diesen Thatsachen ergab sich für das gewöhnliche 
Stilben die plansymmetrische Formel, denn nur diese konnte 
auf den eingeschlagenen Wegen das durch Alkali schwer zersetz- 
bare centrisch- symmetrische Bromstilben oder Bromisostilben 
liefern : 

C 6 H 5 Br H H C 6 H 6 Br H C 6 H 5 

C 6 H 5 Br H C 6 H 5 Br H C 6 H 5 Br 
^- - v >•* Brom- 

Stilbeni24°Schmp. «Stilbendibromür isostilben 

237 ° Schmp. flüssig. 

Von einem centrisch-symmetrischen Isostilben da- 
gegen konnte sich in analoger Weise das feste, durch Alkali 
leicht zersetzbare plansymmetrische feste Bromstilben ableiten. 
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HBrC 6 H 5 C 6 H 5 HBr c 6 II 5 H 

H-C-CaH 5 "y . J _ HBr== ^ 

C 8 H 5 Br H C s Hg Br H c 6 H ä Br 

Brom- ' 



v_« 



Isostilben ß aer Isostilbendibromür stilben 

(unbekannt) IIO o Schmp 3 io S cbmp. 

Das Isostilben musste also noch gesucht werden. 

Die erste deutliche Kunde von der Existenz des Isostilbens 
gaben R. Otto und F. Stoffel 1 ), als sie aus den beiden Stilben- 
dibromüren durch Erhitzen mit Natriumthiophenylat die Brom- 
atome herausnahmen. Dabei ging das bei 237 schmelzende 
«Dibromür, wie nach unseren Anschauungen zu erwarten war, 
wieder in gewöhnliches, bei 124 schmelzendes Stilben über, 
während das ß- oder Isostilbendibromür (110 Schmp.) neben 
Phenyldisulfid ein schwefelfreies Oel lieferte, welches Otto und 
Stoffel „unter allem Vorbehalte" als das lange vergeblich ge- 
suchte Isostilben ansprachen: 

C,H,_BrH 

? +2C 6 H s .SNa = 2NaBr + (C 6 H 5 ) 2 S s + C6 ^^ ir 

Analysen dieses Oeles veröffentlichten sie nicht und über seine 
sonstigen Eigenschaften führten sie nur an, dass es sich mit 
Brom „wesentlich" zu dem bei 237 schmelzenden aDibromür ver- 
binde, und in Kältemischungen, aber auch im Sonnenlichte Krystalle 
(Stilben?) abscheide. 

Ich selbst war in jener Zeit mit Versuchen beschäftigt, aus 
dem flüssigen Monobromstilben , das nach seinem Verhalten zu 
Alkali Monobromiso stilben sein musste, unter Ersetzung des 
Bromatomes durch Wasserstoff das Isostilben zu gewinnen: 

Br.C-C 6 H 5 HCC 6 H 5 

Nachdem ich mich von der Gangbarkeit dieses Weges über- 
zeugt hatte, übertrug ich die weitere Verfolgung Herrn cand. ehem. 



1) Berichte der Deutschen ehem. Ges. 30, 1799 (1897). 

10* 
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Moritz Jahrmarkt, der sie dann auch bestens durchgeführt hat. 
Seine Versuche haben in der Hauptsache Folgendes ergeben: 

Grössere Mengen des bei 237 schmelzenden aStilbendibromürs 
wurden durch etwas mehr als 1 Mol. Aetzkali zunächst in das 
WiSLiCENUS-SEELER'sche ölige Monobromstilben verwandelt. Das- 
selbe blieb in der That auch bei längerem Stehen im Eis-Kochsalz- 
gemische flüssig, erstarrte aber in einem Gemenge von Kohlensäure- 
schnee und Aether vollständig. Als das auf — 18 abgekühlte 
Oel mit einer kleinen Menge dieses festen Produktes geimpft 
wurde, trat ebenfalls Erstarrung ein, wobei ein mit der Kugel 
eingesenktes Thermometer — ii° angab. Aus einem ebenfalls 
mit Eis-Kochsalz gekühlten Gemische dieses Oels mit dem gleichen 
Volum Alkohol aber schieden sich beim Impfen farblose lange 
Nadeln ab, die nach dem Abgiessen der Mutterlauge und Ab- 
pressen auf kalten Thonscherben bei -f- 17 schmolzen und sich 
nun leicht aus warmem Alkohol bei Winterkälte umkiystallisiren 
Hessen, wodurch sie bald den constant bleibenden Schmelzpunkt 
— |— 1 9 annahmen. Bei Zimmertemperatur zerfliessen sie leicht 
und bleiben dann auch bei o° lange flüssig. Ihr Bromgehalt 
entspricht dem des Monobromstilbens (berechnet 30,89 pct für 
C 14 H n Br), denn es wurden 30,70 und 30,75 pct gefunden. Durch 
Alkali wurden sie, ganz wie die noch nicht erstarrte ölige Ver- 
bindung, sehr langsam im Vergleiche zu dem bei 31 schmelzenden 
Isomeren zersetzt und in Tolan übergeführt. 

So lieferten beim Erwärmen mit 1 Mol. Aetzkali in gleich 
concentrirten alkoholischen Lösungen nach Bestimmung der ab- 
gespaltenen Brommengen 

Die Zersetzungsbeträge aus 



Erhitzungsdauer 


Temperatur 


Bromisostilben 


Bromstilben 






19 Schmp. 


31° Schmp. 


20 Minuten 


65° 


0,09 pct 


20,39 P ct 


120 „ 


6 5 o 


3,75 „ 


94,43 „ 


120 „ 


6 5 ° 


3,98 „ 


94,50 „ 



Danach ist unfraglich der bei 19 schmelzende Körper das 
reine Bromisostilben. 

Dieses Bromisostilben wurde nun in eisessigsaurer oder alko- 
holischer Lösung mit Reduktionsmitteln behandelt, und zwar bis 
das durch Eingiessen in Wasser abgeschiedene Produkt sich als 
bromfrei erwies. Dasselbe war nie ein einheitlicher Körper, 
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sondern bestand stets ans festem gewöhnlichen Stilben und einem 
auch in starker Kälte nicht erstarrenden Oele. Zu ihrer Trennung 
wurde das Gemisch stark abgekühlt, das ausgeschiedene Stilben 
auf ebenfalls erkälteten sogen. Absorptionsblöcken aus compri- 
mirter Cellulose gesammelt und für sich gewogen. Das aufgesogene 
Oel wurde den Celluloseblöcken mit Aether entzogen und nach 
dem Verdunsten der Lösung in tarirten Kölbchen gewogen. Man 
erhielt es so als bei o° vollkommen flüssig bleibende Masse, 
welche bei langem Stehen bei Winterkälte von ca. — i6° noch 
einige Kryställchen von Stilben abschied, die ebenso auf Ab- 
sorptionsblöcken gesammelt wurden. 

Als das Monobromstilben von 31 Schmelzp. ebenso behandelt 
wurde, traten meist die gleichen Erscheinungen ein mit dem 
Unterschiede jedoch, dass die Menge des Oeles stets viel geringer, 
die des festen Stilbens wesentlich grösser war, als bei gleich- 
artiger Reduktion des Bromisostilbens. Bei Behandlung der eis- 
essigsauren Lösung mit Natriumamalgam entstand aus Bromstilben 
(31 Schmp.) sogar nur festes Stilben. Ueber den quantitativen 
Verlauf der Reduktion mit verschiedenen Mitteln giebt folgende 

Tabelle Aufschluss: 

Es lieferten in Procenten 



Reduktionsmittel 

Eisessig und Zinkstaub . . 
Eisessig u. Natriumamalgam 
Alkohol u. Natriumamalgam 

bei stetigem Sättigen mit C0 2 
goprocentiger Alkohol und 

Zinkstaub ohne Säure . . 



Bromstilben 
31 ° Schmp. 

Oel Stilben 



Bromisostilben 
19 Schmp. • 



30 

o 



70 

100 



Oel 

32 n. 43 

45 



Stilben 

35 
68 u. 57 

55 



53 47 87 u. 83 13 u. 17 



Bei dem Versuche, dieses Oel zu destilliren, geht es ohne 
sonstige Zersetzung in festes Stilben über. Erhält man es in 
langhalsigem Kölbchen für längere Zeit im Sieden, so zeigt das 
Thermometer anfangs 277 , steigt aber allmählich auf 300 und 
darüber (Siedep. des festen Stilbens 306— 307 i. D.) und erstarrt 
dann beim Erkälten fast vollständig zu festem, nach dem Um- 
krystallisiren bei 124 schmelzendem Stilben. 

Im Vacuum findet diese Umsetzung nicht statt. Bei 1 2 mm 
Druck ging das Oel zwischen 139 und 145 unverändert und 
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farblos über und schied nun auch bei — i6° bis — 20 keine 

Krystalle ab. Festes Stilben dagegen destillirt in gleich hohem 

Vacuum bei 166 — 167 . 

Bei der Analyse lieferte das Oel Werthe, welche dem für die 

Stilbenformel berechneten zwar nahe kommen, aber im Kohlenstoff 

um etwas mehr als 0,5 pct zu niedrig ausfielen. Als es für einige 

Stunden im Trockenkasten auf 70 — 80 ° erwärmt worden war 

und dabei etwas an Gewicht verloren hatte, stimmten die Resultate 

weit besser. 

Berechnet Gefanden 

14 93,33 92,64 92,79 92,99 

H 12 6,67 6,79 — 6,74 

100,00 

Danach liegt in dem Oele unzweifelhaft das Isostilben vor. 
Ausser bei 200 wesentlich übersteigender Erwärmung wird es 
durch Sonnenlicht, wie bereits Otto und Stoffel an dem ihrigen 
beobachteten, in festes Stilben (Schmp. 12 4°) umgewandelt. Am 
schnellsten aber findet diese Umwandlung statt, wenn vorher eine 
Spur Brom oder noch besser Jod zugegeben wird. Die Brom- 
färbung verschwindet dabei bald, die Jodfärbung nicht. In dieser 
Metamorphose ist wohl auch der Grund zu suchen, weshalb es 
Otto und Stoffel „bei seiner Bromirung im Aether wesentlich 
bei 2 7 3 schmelzendes Dibromür u gab, während man das Isostilben- 
dibromür von 1 io° Schmelzp. erwarten sollte. 

Von der Richtigkeit dieser Vermuthung kann man sich leicht 
überzeugen, wenn man mit verschiedener Mischungsfolge und bei 
verschiedener Belichtung arbeitet. Halogenmangel und intensivere 
Belichtung erleichtern ja allgemein die Bildung abnormer Ad- 
ditionsprodukte geometrisch -isomerer ungesättigter Kohlenstoff- 
verbindungen. 

Versetzt man eine durch Eis abgekühlte Isostilbenlösung in 
Schwefelkohlenstoff mit mindestens 1 Mol. Brom, so verschwindet 
letzteres sehr bald. Nach dem Abdunsten des Lösungsmittels und 
eines Bromüberschusses hinterbleibt eine feste Masse, deren Gewicht 
stets fast genau der nach der Gleichung 

C 14 H 12, + Br 3 = C 14 H 12 Bl 2 

berechneten Dibromürmenge entspricht. Beim Behandeln mit der 
10 fachen Menge Aether und nachherigem Auswaschen des Un- 
gelösten mit ebensoviel der Flüssigkeit bleibt das aStübendibromür 
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vom Schmelzp. 23 7 rein zurück und kann nach dem Trocknen 
über Schwefelsäure gewogen werden. Die Auszüge hinterlassen 
nach dem Verdunsten im tarirten Kölbchen das bei 1 io° schmel- 
zende Isostilbendibromür mit einer Spur des Vorigen verunreinigt, 
dessen Gewicht nach dem Trocknen gleichfalls ermittelt werden 
kann. Einige so ausgeführte Bestimmungen ergaben folgende 
Zahlen: 



Mischungsfolge . 


Beleuchtung. 


237 Schmp. 


1 io 9 Schmp. 


/ helles Tageslicht 


59,82 pct 


40,18 pct 


Brom zu Iso- 
stilben 


Dunkel .... 
n ' .... 


60,84 ,, 
25,00 „ 
27,20 „ 


? 
75,00 „ 
72,80 „ 


„ .... 


27,70 „ 


72,30 „ 


Isostilben zu über- 






schüssigem Bror 


Li ,, .... 


17,2 „ 


82,8 „ 



Daraus aber geht hervor, dass das bei 1 1 o° schmelzende Iso- 
stilbendibromür das normale Additionsprodukt des flüssigen Iso- 
stilbens und dass letzteres 



ist. 



C 6 H 5 • C • H 
H • C • C 6 H 6 



Druckfertig erklärt 28. VIII. 1900.] 



SITZUNG VOM 22. OKTOBER 1900. 

Vorträge hielten: 

Herr J. Wislicenus, o. M : Vorlegung einer Abhandlung von Herrn 
E. v. Meyer in Dresden, o. M.: Zur Kenntniss der Para-Toluol- 
sulfinsäure. 

Herr W. Scheibner, o. M., für Herrn M. Krause, Dresden, o. M.: Vor- 
legung einer Abhandlung von E. Jahnke in Berlin: Neue Methode 
zur Herleitung der Differentialbeziehungen für die Thetafunktionen 
von zwei Argumenten. 

Ernst von Meyer: Zur Kenntniss der Para-Toluolsulfin- 
säure. (Vorgelegt in der Sitzung vom 22. Oktober durch Herrn 
J. Wislicenus, o. M.) 

(Nach eigenen Versuchen und den Untersuchungen von Dr. R. Nake ') 

und Dr. M. Gmeiner.) 

Obwohl die Sulfinsäuren der aromatischen Reihe Gegenstand 
eingehender, ausgezeichneter Untersuchungen von R. Otto und 
seinen Schülern gewesen sind, so fehlt es doch nicht an Lücken 
in unseren Kenntnissen von dem chemischen Verhalten dieser 
Verbindungen. Die nachfolgenden Untersuchungen bilden einen 
Theil von Arbeiten, die zu dem Zwecke unternommen sind, solche 
Lücken durch gründliche Erforschung der leicht zugänglichen 
Para-Toluolsulfinsäure auszufüllen. 

Das den Sulfinsäuren: R'S0 2 H eigenthümliche Wasserstoff- 
Atom bestimmt, Dank seiner Beweglichkeit, den Gang vieler 
ihrer Reactionen. In dieser Hinsicht erinnert das chemische 
Verhalten der Sulfinsäuren an das der Aldehyde, aber auch an 
das von Bisulfiten, bezw. von schwefliger Säure. 

So ist in Abschnitt I gezeigt, dass die p-Toluolsulfinsäure 
sich mit dem Formaldehyd in Folge der Wanderung ihres Wasser- 
stoffatoms vereinigt. Das bemerkenswerthe Verhalten des dadurch 
entstandenen p-Tolylsulfoncarbinol's: C 6 H 4 (CH 3 )«S0 8 -CH 2 0H ist 
eingehend beschrieben. 

1) Vergl. dessen Inaugural-Dissertation (Rostock) Dresden 1898. 
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Der Abschnitt II ist den Produkten der Einwirkung von 
salpetriger Säure auf p-Toluolsulfinsäure gewidmet. Die Natur 
der dabei entstehenden Verbindungen ist klar erkannt worden. 
Das Verhalten der Sulfinsäure erinnert an das der schwefligen 
Säure zu salpetriger Säure, wie ja auch die Sulfinsäure sich, 
analog der schwefligen Säure, mit Hydroxylamin umsetzt: 1 ) 

C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 H + H 2 N-OH = H 2 + C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 -NH 2 
HS0 2 OH + H 2 NOH = H 2 -f H 2 N.S0 2 OH 

In dem Abschnitt III ist die eigentümliche Zersetzung 
des p-toluolsulfinsauren Anilins behandelt; hierbei erfolgt neben 
einer intramolekularen Oxydation, deren Produkt p-toluolsulfon- 
saures Anilin ist, ein verwickelter Reduktionsvorgang, der neben 
einem blauen Farbstoff eine Base, das Thioparatolyl- Anilin: 
6 H 4 (CH 3 )S-C 6 H 4 NH 2 liefert. Man wird dabei an die leichte Spal- 
tung (intramolekulare Oxydation und Reduktion) der p-Toluol- 
sulfinsäure in p-Toluolsulfonsäure, das sog. p - Toluoldisulfoxyd und 
Wasser erinnert. 

Entsprechende Versuche mit anderen Salzen der p-Toluol- 
sulfinsäure sind begonnen, besonders um die noch unbekannten 
Thiobasen, die zu näherer Untersuchung einladen, gründlich kennen 
zu lernen. 

Endlich ist noch das Verhalten des p-toluolsulfinsauren 
Tetrametrylammoniums beschrieben, das sich glatt in Trimethyl- 
amin und Methyltolylsulfon spaltet (Abschnitt IV). 

I. Einwirkung von Formaldehyd auf p-Toluolsulfinsäure: 

p-Tolylsulfoncarbinol: C 6 H 4 (CH 3 ).S0 2 -CH 2 (OH). 

Während bei den Versuchen, Acetaldehyd und Benzaldehyd 
mit p-Toluolsulfinsäure in Wechselwirkung zu bringen, keine 
Produkte der letzteren zu erzielen waren, vielmehr nur die Säure 
sich in bekannter Weise in p-Toluolsulfonsäure und das sog. 
p- Toluoldisulfoxyd zerlegte, gelang es leicht, Formaldehyd mit 
der Sulfinsäure zu vereinigen, gemäss der Gleichung: 

H,CO + 6 H 4 (CH 8 )|°2 = C 6 H 4 (CH,)S0 2 .CH 2 (OH) 



i) Vergl. HÄL88IO, Journ. f. prakt. Chem. (2) 56, 228. — Raschig, 
Ann. Chem. 241, 176 (schweflige Säure und Hydroxylamin). 
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Das bewegliche Wasserstoffatom der Säure wandert zum 
Sauerstoffatom des Aldehyds und vermittelt so die Vereinigung. 

Zur Gewinnung des neuen Körpers löst man 30 Grm. 
p - Toluolsulfinsäure in 20 Grm. 40% Formaldehyd unter Erwärmen 
auf. Zusatz von starker Salzsäure beschleunigt die Beaction. 
Die beim Erkalten abgeschiedene Krystallmasse wird abgepresst 
und nach dem Trocknen im Exsiccator aus Benzol umkrystallisirt; 
sie bildet breite Nadeln, schmilzt bei 90 °, löst sich leicht in 
Alkohol, Chloroform, Aether. Schon durch Kochen mit Wasser, 
Erhitzen für sich, sowie durch kalte Natronlauge spaltet sie sich 
in ihre Componenten. 

Analyse: 

0,1593 Grm. gaben 0,3017 Grm. CO, und 0,0812 Grm. H,0 

H,0 



0,1617 
0,2023 


0,307 „ 
„ lieferten 0,2677 „ 


CO, „ 0,0862 „ 
Ba S0 4 . 




Berechnet auf 
C 6 H 4 (CH s )SO,CH,OH 
C 51,61% 
H 5,39% 

S 17,20% 


Gefunden 

61,64 51,76 — 
5,67 5,92 — 
— — 17,52 



Nach ihrem chemischen Verhalten ist diese Verbindung 
p - Tolylsulfoncarbinol : C 6 H 4 (CH S ) • S0 2 • CHg OH. Sein Essigsäurester 
bildet sich durch Erhitzen mit Acetanhydrid, aus dem er sich 
in Prismen von 78 Schmelzpunkt und der Zusammensetzung: 
C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 -CH 2 0C0CH s abscheidet. 

0,140 Grm. gaben 0,2683 Grm. CO, und 0,06875 Grm. H,0 
0,1456 „ „ 0,2805 „ CO, „ 0,075 „ H,0. 

Berechnet Gefunden 

C 52,63 52,28 52,54 

H 5,26 5,46 5,72 

Aus dem Alkohol das entsprechende Chlorid darzustellen, 
gelang weder durch Einwirkung von Salzsäure noch mittelst 
Fünffach -Chlorphosphor. Wohl aber entsteht beim Behandeln 
von p- Tolylsulfoncarbinol (10 Grm.) mit PC1 5 (11 Grm.) in 
Chloroformlösung und durch Zerlegung des Produktes mit Wasser 
der Phosphorsäurester des Carbinols: (C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 CH 2 0) 8 PO. 

Der nach längerem Stehen des Produktes mit Wasser er- 
starrte Körper liefert nach mehrmaligem Umkrystallisiren aus 
Benzol langgestreckte Tafeln von 146 Schmelzpunkt, die obige 
Zusammensetzung hatten: 
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0,126 Grm. gaben 0,2196 Grm. CO, und 0,059 Grm. H,0 

H,0 



0,128 „ „ 0,2247 


»i 


CO, 


„ 0,0536 „ I 


0,2166 „ lieferten 0,0415 


n 


Mg, 


P,0 7 


0,2226 „ „ 0,04075 


» 


Mg, 


P,0 7 


0,219 „ gaben 0,256 


ii 


Ba S0 4 


Berechnet auf 








(C 6 H<(CH,)SO t CH 8 0) 8 PO 






Gefunden 


C 47,84 


47,61 


47,88 — — 


H 4,48 


6,20 


4,64 — — 


P 5,15 


— 




— 5,33 5,10 


S 15,94 


— 




— — 16,08 



Durch Einwirkung von wässrigem Ammoniak, worin sich 
das Tolylsulfoncarbinol leicht löst, und Ausfällen durch ver- 
dünnte Salzsäure erhält man das Di-Tolylsulfonmethyl-Amin: 
(^^(C^-SOa-CHj^NH in langen dünnen Nadeln von 158 
— 160 Schmelzpunkt: 

2^^(0113)803.0112 OH + NH 3 = IL3O 
+ (C 6 H 4 (CH 3 ).S0 2 .CH 2 )NH. 

Durch Erwärmen mit Natronlauge wird dieses Amin leicht 
in Ammoniak, Formaldehyd und p-Toluolsulfinsäure gespalten. 
Die Analyse ergab obige Zusammensetzung: 

0,1492 Grm. gaben 0,2974 Grm. CO, und 0,08 Grm. H,0 
0,1362 „ „ 0,2695 „ CO, „ 0,0672 „ H,0. 

0,178 „ „ 6,1 Ccm N bei 10,5 und 763 mm. 
0,164 „ „ 0,218 Grm. Ba S0 4 . 

Berechnet auf 

(C 6 H 4 (CH S ) SO, • CH,), OH Gefunden 

C 54,40 54,34 54,35 — — 

H 5,38 6,96 5,52 — — 

N 3,97 — — 4,11 — 

S 18,13 — — — 18,28 

Durch Anwendung trocknen Ammoniaks (Einwirkung von 
Gas oder alkoholischem H 3 N auf die ätherische Lösung des 
Garbinols) erhält man überraschender Weise p-toluolsulfinsaures 
Ammon neben Formaldehyd. 

Während letzterer in der Lösung nachzuweisen war, lieferte 
das ausgeschiedene Salz, das den richtigen Stickstoffgehalt besass 1 ), 
durch Zerlegen mit Salzsäure die gegen 90 ° schmelzende Sulfin- 



0/ 







1) 0,1646 Grm. gaben 11,6 Ccm N bei 13° u. 746 mm = 8,17°; 
0,1707 „ „ 12,0 „ N „17° „ 761 „ = 8,13% 

berechnet sind 8,09%. 
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säure, mit Silbernitrat das toluolsulfinsaure Silber (0,1977 Grm. 
gaben 0,08175 Grm. Ag = 41,3% berechn. 41,07% Ag). — 
Dasselbe Silbersalz scheidet sich direkt aus, wenn das Carbinol 
in wässriger Lösung mit Silbernitrat versetzt wird. Auch das 
p- toluolsulfinsaure Kupfer bildet sich beim Vermischen der Lösungen 
von Kupferacetat und Carbinol (hellgrüner Niederschlag von der 
Zusammensetzung: (C 6 H 4 (CH 8 )S0 2 ) 8 Cu + 3H 2 0). 

Durch Einwirkung von Anilin auf die ätherische Lösung 
des Tolylsulfoncarbinols entsteht bemerkenswerter Weise das dem 
letzteren entsprechende Anüid: C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 'CH 2 -NH0 6 H 5 in 
schönen, schwach gelblichen flachen Nadeln von 137 ° Schmelz- 
punkt. 

0,1385 Grm. gaben 0,3277 Grm. CO, und 0,0721 Grm. H s 
0,1816 „ „ 0,428 „ CO, „ 0,09676 „ H, 

0,1346 „ lieferten 6,6 Ccm N bei 13° und 750 mm 
0,2203 „ gaben 10,9 „ N „ 13° „ 738 „ 

Berechnet für 
C 6 H 4 (CE,) SO, CH, (NHC 6 H ß ) Gefunden 

C 64,37 64,53 64,31 — — 

H 6,76 5,78 5,92 — — 

N 6,36 — — 6,71 5,67. 

Ein ebenfalls überraschendes Resultat liefert die Oxydation 
des Tolylsulfoncarbinols. Fügt man Kaliumpermanganat -Lösung 
zu seiner wässrigen oder Eisessig -Lösung, so tritt sofort Ent- 
färbung ein, und ein weisser Niederschlag entsteht. Wenn 1 At. 
Sauerstoff auf 2 Mol. des Carbinols verbraucht ist, entfärbt sich 
zwar auch bei weiterem Zusatz von Permanganat die Flüssigkeit, 
jedoch unter Bildung von Manganhyperoxyden. 

Der etwa y i0 des angewandten Carbinols betragende weisse 

Niederschlag krystallisirt in Rhomboedern am besten aus Aceton, 

da er in Alkohol, Aether, Benzol kaum löslich ist. Nach der 

Analyse und ihrem Verhalten ist diese Verbindung das Di-p- 

C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 
tolyl-disulfon: 1 _ , aus dem Carbinol durch Abspal- 

C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 ' F 

tung von Formaldehyd und Oxydation der nascirenden Toluol- 
sulfinsaure entstanden: 

C 6 rL(CH.)S0 8 
2C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 .CH 2 OH-fO = 2H 2 CO+ 6 * 8 • +H.0 
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0,1628 Grm. gaben 0,324 Grm. C0 f und 0,0666 Grm. H t 
0,1387 „ „ 0,2756 „ CO, „ 0,0585 „ H,0 

0,2075 „ „ 0,313 „ Ba S0 4 

Berechnet 'Gefunden 

C 54,19 54,28 54,17 — 

H 4,62 4,54 4,69 — 

S 20,65 — — 20,75. 

Das Disulfon, welches sich gegen 2io°, ohne zu schmelzen, 
zersetzt, ist gegen wässrige Alkalien ziemlich beständig; von alko- 
holischen wird es schnell zersetzt. Durch Erhitzen des Disulfons 
mit alkoholischem Ammoniak (auf 130 ) entstand neben p-tolu- 
olsulfinsaurem Ammon p-Toluolsulfonamid, das an seinem Schmelz- 
punkt und der Krystallform erkannt wurde: 

C 6 H 4 (CH,)S0 2 = CeH^CH^SO, • NH 4 

O.H^OH.JSO, "^ 8 C 6 H 4 (CH,)S0 2 • NH 2 

Löst man das Disulfon in Phenylhydrazin, so erfolgt starke 
Gasentwickelung (Stickstoff); man fugt zur Mässigung der Beaction 
Aether hinzu. Das aus Alkohol umkrystallisirte Produkt schmilzt 
gegen 162 und ist das p-toluolsulfinsaure Phenylhydrazin; das 
neben diesem erwartete Phenylhydrazid der Sulfonsäure ist offen- 
bar durch das überschüssige Phenylhydrazin reducirt worden: 



Q,H 4 (OH t )SO l HH.iraq,H 6 + Q.H,] 

H 



N-NHä 



N 2 + C 6 He + q,5 t (CR J )S0 | .KH t .NHC,H,. 

0,1418 Grm. des Salzes gaben 13,7 Ccm. N bei 21° und 750 mm =* 

10,85% N; berechnet 10,67% N. 

Der Vergleich des obigen Carbinols mit dem von Otto 1 ) dar- 
gestellten p-Tolylsulfonäthylalkohol: C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 CH(CH 3 )OH 
ergiebt trotz der analogen Zusammensetzung bedeutsame Ver- 
schiedenheiten, die zum Theil auf die grössere Unbeständigkeit 
des ersteren zurückzuführen sind. So kann der Tolylsulfonäthyl- 
alkohol zur entsprechenden Säure oxydirt werden, während sich 
das Totylsulfoncarbinol dabei spaltet. Ferner ist hervorzuheben, 
dass das aus letzterem mit wässrigem Ammoniak erhaltene secun- 
däre Amin kein salzsaures Salz bildet, die homologe Verbindung 
aber basische Eigenschaften besitzt (Otto, a. a. 0. S. 359). 

1) Journ. f. prakt. Chem. [2] 30, 355. 
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II. Einwirkung von salpetriger Säure auf p-Toliolsulflns&ure. 

E. Otto 1 ) und seine Schüler hatten zuerst die Einwirkung 
von salpetriger Säure auf Benzol- und p-Toluolsulfinsäure unter- 
sucht, jedoch den dabei gewonnenen Produkten nicht die richtige 
Zusammensetzung ertheilt. W. Königs 2 ) erkannte die aus Benzol - 
sulfinsäure hervorgehenden Verbindungen als Abkömmlinge des 
Hydroxylamins: nämlich Di- und Tri-phenylsuKon-hydroxylamin. — 
In analoger Weise wurden aus p-Toluolsulfinsäure die zwei 
p-Tolylsulfon -Verbindungen gewonnen und untersucht; hierbei 
ergab sich, dass die Tritolylsulfon Verbindung, der nach Königs 
die Formel (C 6 H 4 (CH 3 )SO a ) 8 NO beizulegen wäre, das Tritolyl- 
sulfonamid: (C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 ) 8 N ist. Im Anschluss daran wurde 
auch das Mono-p-tolylsulfonhydroxylamin dargestellt. 

Di-p-Tolylsulfonhydroxylamin: (C 6 H 4 (CH S )S0 2 ) 2 NOH. 

Diese Verbindung ist das erste Produkt der Einwirkung von 
salpetriger Säure auf p-Toluolsulfinsäure (in Alkohol oder Eis- 
essig gelöst): 

2 C 6 H 4 (CH 8 )S0 2 H -f NOOH = H 2 + (C 6 H 4 (CH3)S0 2 ) 8 NOR 

Vorteilhafter ist die Darstellung nach Königs' Methode, 
da die salpetrige Säure weiter einwirkt: durch Lösen von 
p-Toluolsulfinsäure in verdünnter Natronlauge unter Zusatz von 
Natriumnitrit, so dass auf i Mol. der letzteren 2 Mol. Sulfinsäure 
kommen. Diese Lösung giesst man langsam in verdünnte Salzsäure 
(Erwärmung ist zu vermeiden). Der so erhaltene weisse flockige 
Niederschlag liefert aus verdünntem Alkohol Nadeln, die gegen 1 2 5 ° 
unter Zersetzung schmelzen und obige Zusammensetzung haben. 

0,226 Grm. gaben 0,4095 Grm. CO, und 0,0886 Grm. H,0 
0,245 „ „ 0,4428 „ CO, „ 0,099 „ H,0 

0,1696 „ „ 6,3 Ccm N bei 10° und 733 mm 
0,1729 „ „ 6,4 „ N „ 10' „ 742 ,, 

0,1692 „ lieferten 0,2293 Grm. Ba S0 4 . 

Berechnet für 

(C e H 4 (CH 8 )SO,),NOH Gefanden 

C 49,27 49,42 49,29 — — — 

H 4,39 4,36 4,49 — — — 

N 4,10 — — 4,27 4,33 — 

S 18,77 — — — — 18,63. 



1) Otto u. Ostrop, Ann. Chem. 141, 370. Otto u. Gräber das. 145, 19. 

2) Ber. 11, 616 u. 1590. 
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Das Ditolylsulfonhydroxylamin wird zwar aus seiner Lösung 
in Alkalien durch Säure unverändert gefällt, ist jedoch nicht als 
Natriumsalz darin enthalten; vielmehr spaltet es sich in 2 Mol. 
Sulfinsäure und salpetrige Säure: 

(C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 ) 2 NOH -f 3 NaOH = NOONa 
+ 2 C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 Na + 2 H 2 0. 

Dies ergiebt sich daraus, dass die alkoholische Lösung der 
Verbindung auf Zusatz von Natriuinäthylatlösung p-toluolsulfin- 
saures Natrium abscheidet, aus dem durch Salzsäure die reine 
Sulfinsäure ausgefällt wurde. Zum Ueberfluss wurde das Salz 
mit Jodmethyl auf ioo° erhitzt und als Umsetzungsprodukt 
das p-Tolylmethylsulfon: C 6 H 4 (CH 3 ) • S0 2 • CH 8 erhalten (Schmelz- 
punkt 86°. Bei der Analyse gefunden 56,9% C und 6,15% H, be- 
rechnet 56,5% und 5,9% H). Beim Ansäuern der alkalischen 
Lösung des Di-p-tolylsulfonhydroxylamins condensirt sich die 
salpetrige Säure mit der Sulfinsäure zu dieser Verbindung. 

Dass der letzteren die angenommene Constitution wirklich 
zukommt, ergiebt sich aus ihrer Umwandlung in ihr Benzoyl- 
Derivat: (C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 ) 2 NOCOC 6 H 5 . Man suspendirt sie in 
Wasser, fügt Benzoylchlorid, sodann Pottasche -Lösung hinzu und 
schüttelt; vorübergehend löst sich die Ditolyl -Verbindung und 
an ihrer Stelle scheidet sich ein Körper aus, der nach Um- 
krystallisiren aus Alkohol Ehomboe'der von 186 Schmelzpunkt 
liefert. Durch Erhitzen mit wässrigem Alkali wird er verseift, 
und Benzoesäure, sowie p-Toluolsulfin säure sind als Zersetzungs- 
produkte nachzuweisen. Seine Zusammensetzung entspricht obiger 
Formel: 

0,2015 Grm. gaben 0,4185 Grm. CO s und 0,089 Grm. H 2 
0,2205 „ lieferten 6,4 Ccm N bei 19° und 744 mm 

Berechnet : Gefunden : 

C 66,63 66,64 — 

H 4,27 4,90 — 

N 3,15 — 3,25. 

Durch Einwirkung von salpetriger Säure auf die alkoholische 
oder Eisessig-Lösung des Ditolylsulfonhydroxylamins bilden sich 
schnell reichliche Mengen der oben erwähnten Tritolylsulfon- 
verbindung, welche nach der Analyse, sowie nach ihrer glatten 
Entstehung aus der obigen Ditolylverbindung und Toluolsulfin- 
säure, als Tritolylsulfonamid: (C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 ) 8 N anzusprechen ist. 
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Dieses scheidet sich, als schwer löslich, in rhombischen Blättchen 
von 184 Schmelzpunkt aus. Eine grosse Zahl von Analysen 
wurde ausgeführt, um die Frage sicher zu entscheiden, ob nicht 
doch das Tritolylsulfonhydroxylamin vorläge: (C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 ) 3 NO. 
Die ausserordentliche Schwerverbrennlichkeit des Körpers erklärt 
die zu niedrigen Zahlen für Kohlenstoff, während die übrigen 
Werthe unbedingt für die Formel des Tritolylsulfonamids sprechen: 



11 



n 



0,1368 Grm. gaben 

0,1908 „ 

0,1872 

0,1790 

0,3037 

0,4002 

0,2703 

0,5322 

0,218 

0,2355 



0,2585 Grm. C0 2 und 0,0632 Grm. H^O 



0,360 
0,354 
0.3389 



1» 



n 



n 



co 4 

CO, 



11 



11 



11 



0,0809 
0,0827 
0,073 



11 



11 



11 



8,0 Ccm N bei 9° und 766 mm 
9,9 „ N „11° „ 756 
7,4 „ N „14° „ 745 
lieferten 12,7 „ N „11° ,, 764 
0,317 Grm. Ba S0 4 
0.3417 ,. Ba S0 4 . 



HjO 
H,0 
H a O 



11 



11 



11 



11 



11 



11 



11 



11 



11 



11 



Berechnet 
für : für : 

(C 6 H 4 (CH S ) SO,) s N (C„ H 4 (CH,) SO,) s NO 

C 52,61 •/• 60,91 % 



H 4,33 % 






4,26% 


N 2,92% 






2,08% 


S 20,04% 






19,39% 




Gefunden : 




C 61,54 


51,46 


61,57 


51,64 


H 5,13 


4,70 


4,90 


4,50 


N 3,19 


2,93 


3,16 


2,86 


S 20,01 


49,96 


— 


• 



Dieselbe Verbindung bildet sich übrigens schon beim Er- 
hitzen des Ditolylsulfonhydroxylamins in Eisessiglösung unter 
Abspaltung von Stickstoffoxyden. Aus diesem Grunde ist ihre 
Entstehung aus der Di -Verbindung und p - Toluolsulfonchlorid 
(in Pyridinlösung), wobei salpetrige Säure auftritt, nicht beweis- 
kräftig für die Annahme einer Umsetzung im Sinne der Gleichung: 

(C 6 H 4 (CH 8 )S0 2 ) s NOH + C 6 H 4 (CH 8 )S0 a Cl = HCl 
+ (C 6 H 4 (CH 8 )SO s ) 8 NOSO s C 6 H 4 (CH s ). 

Die gleichzeitige Bildung von salpetriger Säure weist deut- 
lich auf eine Zersetzung des Ditolylsulfonhydroxylamins hin. — 
Dagegen spricht die glatte Entstehung der Tri -Verbindung durch 
gelindes Erwärmen von gleichen Mol. p-Toluolsulfinsäure und 
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Di-p-tolylsulfonhydroxylainin inEisPSsiglösung, vrobeikeine salpetrige 
Säure auftritt, klar für die Constitution: (C 6 H 4 (CH 8 )S0 2 ) 3 N: 

C 6 H 4 (CH S ) SO, H + (C, H 4 (CH, ) SO,), NOH « H, + (C 6 H 4 (CH 8 ) SO,), N. 

p-Tolylsulfonhydroxylamin: C 6 H 4 (CH 8 )S0 2 .NH(OH). 

Entsprechend der Angabe von Piloty 1 ), welcher das Phenyl- 
sulfonhydroxylamin kennen lehrte, wurde die oben genannte Ver- 
bindung dargestellt: durch allmähliges Eintragen von in Alkohol 
gelöstem p-Toluolsulfonchlorid (110 Grm.) in die weingeistige 
Lösung von Hydroxylamin (aus 130 Grm. salzsaurem Hydro- 
xylamin nach Wohl bereitet). Nach dem Abdampfen des 
Alkohols wird der Rückstand mehrmals mit Aether extrahirt. 
Nach ' Abdestilliren des letzteren erhält man eine Krystallmasse, 
die aus warmem Wasser, besser aus Benzol oder Chloroform- 
Petroläther umkrystallisirt wird. Die bei 148 schmelzende 
Verbindung (verfilzte Nadeln) ist in den üblichen Solventien 
löslich. 

0,1734 Grm. gaben 0,2858 Grm. CO, und 0,0787 Grm. H,0 

0,1612 „ „ 0,2656 „ CO, „ 0,0715 „ H,0 

0,2284 „ „ 15,3 Ccm N bei 13,5° und 757 mm 

0,2079 „ „ 13,4 „ N „ 14° „ 745 „ 

0,2315 „ lieferten 0,282 Grm. Ba S0 4 . 

Berechnet für: 

(C 6 H 4 (CH,)S0,)NH0H 

C 44,92% 44,95% 44,90% 

H 4,82% 5,05% 4,93% 

N 7,50% 7,86% 7,4*% 

S 17,10% 16,80% 

Das p-Tolylsulfonhydroxylamin wird leicht von wässrigen 
Alkalien gelöst und verseift. Mit Natriumäthylat (1 Mol.) in 
alkoholischer Lösung behandelt, bildet es das Natrium- Salz: 
C 6 H 4 (CH 3 )S0 2 -NH-ONa als weisse Fällung: 

0,377 Grm. desselben gaben 0,127 Grm. Na,S0 4 = 10,93% Na, 

berechnet 11,0%. 

Die beiden Hydroxylamin -Wasserstoffe sind durch Benzoyl 
vertretbar, und zwar gelingt deren Einführung durch Schütteln 
der wässrigen Lösung von Tolylsulfonhydroxylamin mit Benzoyl- 



Gefunden : 



1) Ber. 29, 1560. 

Math.-phya. Classe 1900. 11 
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chlorid und Pottasche; der dabei ausgeschiedene in sechseckigen 
Tafeln krystallisirende Körper schmolz bei 120 und hatte die 
Zusammensetzung : C 6 H 4 (CIL,) S0 2 • NO (00 C 6 H 6 ) 2 : 

0,2057 Grm. gaben 0,4807 Grm. und 0,0834 Grm. H,0 
0,1411 „ „ 4,6 Ccm N bei 16° und 750 mm. 
Berechnet für: 

(C 6 H 4 (CH,) SO,)NO (COC 6 H ö ), Gefanden: 

C 63,80% 63,74% 

H 4,30% 4,60% 

N 3,65% 3,77%. 

Versuche, statt Benzoyl das Eadical p-Tolylsulfon mittelst 
dessen Chlorid in das p-Tolylsulfonhydroxylamin einzuführen, 
ergaben einmal leicht das oben beschriebene Tri-p-tolylsulfon- 
amid, aber stets unter Entwickelung von salpetriger Säure 
(z. B. beim Zusammenbringen beider Verbindungen in Pyridin- 
lösung oder in ätherischer Lösung mit fester Pottasche). Unter 
andern Bedingungen entstand überraschender Weise das oben 
(S. 129) beschriebene Di-p-tolyldisulfon: C 6 H 4 (CH 8 )S0 2 • S0 2 
C 6 H 4 (CH 8 ), als nämlich das p-Tolylsulfonhydroxylamin in wäss- 
riger Lösung bei 70 ° mit geschmolzenem p-Tolylsulfonchlorid 
und Pottasche behandelt wurde. Der ausgeschiedene, gegen 210 
unter Zersetzung schmelzende Körper hat die Eigenschaften und 
Zusammensetzung des Disulfons: 

0,1852 Grm. gaben 0,3702 Grm. CO, und 0,0793 Grm. H,0 

0,1666 „ „ 0,3126 „ CO, „ 0,0655 „ H,0 

0,1925 „ „ 0,2899 „ Ba S0 4 . 
Berechnet für: 

' (C 6 H 4 (CH,)SO,), Gefunden: 

C 54,19% 64,50% 54,42% 

H 4,52% 4,76% 4,66% 

S 20,65 % 20,72 % 

Ob diese Beaction unter gleichzeitiger Bildung von Unter- 
salpetrigsäure vor sich geht, ist nicht zu entscheiden gewesen: 

(C 6 H 4 (CH,)S0,N(0H)H + C g H 4 (CH,) SO, Cl 
= C 6 H 4 (CH,) SO, • SO, C 6 H 4 (CH,) + HCl + NOH. 

III. Verhalten des p-toluolsulfinsauren Anilins beim Erhitzen. 

Die vor einiger Zeit gemachte Beobachtung 1 ) dass p-toluol- 
sulfinsaures Anilin, für sich erhitzt, einen schönen blauen Farb- 

1) Hälssio, Journ. f. pr.. Chem. (2) 56,216. 
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stoff bildet, regte dazu an, diese eigenthümliche Reaction genauer 
zu studiren. In der That bilden sich ausser dem Farbstoff 
mehrere Körper, von denen namentlich eine Base, das p-Thiotolyl- 
anilin: C 6 H 4 (CH 8 )S«C 6 H 4 NH 2 zur eingehenderen Bearbeitung 
einlud. Die Versuche mit dieser Verbindung, ebenso die über 
das Verhalten anderer Salze der Toluolsulfmsäure (mit organi- 
schen Basen) sind zwar noch nicht abgeschlossen, doch mögen 
die ersteren schon jetzt mitgetheilt werden. 

Toluolsulfinsaures Anilin (aus molekularen Mengen der 
Componenten dargestellt) wird im Oelbade allmählig auf etwa 
21 5° erhitzt; dabei spaltet sich Wasser ab (nahezu i Mol. auf 
i Mol. Salz), ausserdem Anilin, schweflige Säure, auch Toluol 
in geringen Mengen. Die Schmelze färbt sich intensiv blau. 
Man vermeide, die Temperatur zu hoch zu steigern. Durch 
wiederholtes Auskochen des Produktes erhält man ein schön 
krystallisirendes Salz (von 240 Schmelzpunkt), welches sich 
als p-toluolsülfonsaures Anilin erwies (s. Analysen), demnach 
durch Oxydation des sulfinsauren Salzes entstanden war; aus 
500 Grm. des letzteren wurden 160 Grm. jenes Anilinsalzes 
gewonnen. 

Der zähe Rückstand wurde nach Durcharbeiten mit Aether, 
der wenig aufnahm, auf Thonplatten gestrichen; nach einiger 
Zeit erhärtete er vollständig. Sodann wurde die Masse mit ver- 
dünnter Schwefelsäure (1:5 Wasser) mehrmahls ausgekocht; das 
schwer lösliche, stark blaugefärbte Salz, welches auf diese Weise 
erhalten wurde, zerlegte man — zur Gewinnung der Base — 
mit Ammoniak und nahm mit Aether letzteren auf (der Farbstoff 
bleibt hierbei in der Hauptsache ungelöst). 

Die dunkelroth gefärbte ätherische Lösung liefert nach Be- 
handeln mit Thierkohle eine in flachen Nadeln von 72 ° Schmelz- 
punkt krystallisirende Base von der Zusammensetzung: C 18 H 13 NS 
(50 bis 60 Grm. aus 500 Grm. toluolsulfinsaurem Anilin). — 
Der zurückbleibende Farbstoff hat tief-blauen metallischen Glanz, 
muschligen Bruch (Analysen desselben S. 137 Anm.). 

Analysen: 

p-toluolsulfonsaures Anilin: 

0,1919 Gnn. gaben 0,4168 Grm. CO, und 0,1006 Grm. H,0 
0,2058 „ „ 0,4460 „ CO, „ 0,1125 „ H,0 

0,3026 „ „ 14,3 Ccm N bei 21° und 768 mm 

0,2669 „ lieferten 0,2358 Grm. Ba S0 4 . 

11* 
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Berechnet für: 



Gefunden: 



C 6 H 4 (CH s )S0 2 ONH,C 6 H ß 

C 58,87% 69,26% 69,18% 

H 5,66% 5,84% 6,07% 

N 5,28% 6,36% 

S 12,08% 12,14% 

Aus dem Salze wurde Anilin, sowie p-Toluolsulfonsäure 
abgeschieden. 

Analyse der Base: C 1S H 18 NS. 

0,2163 Grm. gaben 0,5783 Grm. CO, und 0,0233 Grm. H,0 
0,2516 „ „ 0,6712 „ CO, „ 0,1446 „ H,0 

0,1988 „ n 0,6283 „ CO, „ 0,108 „ H,0 

0,1993 „ „ 12,0 Ccm N bei 21° und 758 mm 

0,2492 „ lieferten 0,2743 Grm. Ba S0 4 . 

Berechnet für: 

C 18 H 18 NS Gefunden: 

C 72,66% 72,90% 72,73% 72,43% 

H 6,04% 6,33% 6,40% 6,03 % 

N 6,51% 6,82% (6,63 %) 1 ) 

S 14,90% 15,08% 

Nach ihrer Zusammensetzung und ihrem chemischen Ver- 
halten ist diese Base p - Thiotolylanilin oder p-Tolylamidophenyl- 
sulfid: C 6 H 4 (CH 3 )S • C 6 H 4 NH 2 . Aller Wahrscheinlichkeit nach 
ist das p -Wasserstoffatom des Anilins durch Thiotolyl ersetzt. 
Die Reaction, die zur Bildung von p-toluolsulfonsaurem Anilin 
und p - Thiotolylanilin führt, lässt sich, wie folgt, erklären: Aehn- 
lich der inneren Oxydation, die p-Toluolsulfinsäure selbst erleidet, 
giebt i Mol. ihres Anilinsalzes an ein zweites Mol. i Atom 
Sauerstoff ab: 

Der hierbei entstandene Körper: C 6 H 4 (CH 3 )SONH 3 C 6 H 5 ver- 
liert i Mol. Wasser, geht in das Anüid: C 6 H 4 (CH 3 )S-NHC 6 H 5 
über, welches sich — ähnlich wie Diazoamidobenzol in Amido- 
azobenzol — in Thiotolylanilin: C 6 H 4 (CH S )S-C 6 H 4 NH 2 umlagert. 

Neben dieser Reaction vollzieht sich eine andere, die zur 
Bildung des schwefelhaltigen Farbstoffs führt, dessen Constitution 



i) Die Zahlen dieser zweiten Stickstoff bestimmung sind verloren 
gegangen. 
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bislang nicht aufgeklärt ist. Seine Analysen 1 ) lassen erkennen, 
dass er in Beziehung zu den ohigen Produkten der Reaction steht. 

Bemerkenswerth ist die reichliche Bildung des Farbstoffs 
durch Erhitzen des p-toluolsulfinsauren Anilins unter Zusatz von 
Nitrobenzol (i Mol.), wobei p-toluolsulfonsaures Anilin ebenfalls 
entsteht, während sieh die obige Base nicht bildet. 

Der Farbstoff färbt in alkoholischer Lösung Seide und Wolle 
schön blau (etwas rothstichig), ist nicht besonders wasch- und 
lichtecht. — Um ihn wasserlöslich zu machen, wurde er in 
rauchender Schwefelsäure gelöst, die Lösung auf Eis gegossen, 
und aus der abgeschiedenen Sulfonsäure das Natriumsalz bereitet. 
Jedoch erwies sich dieses als Farbstoff nicht besonders geeignet. 

Verhalten des p-Thiotolylanilins: C 6 H 4 (CH 8 )- S- C 6 H 4 NH 2 . 

Diese Base ist so schwach, dass ihre Salze, Sogar das 
schwefelsaure, durch Erwärmen mit Wasser dissociirt werden; man 
gewinnt ihre Salze rein durch Umkrystallisiren aus überschüssiger 
Säure: das schwefelsaure bildet Blätter, das salzsaure lange 
Nadeln. — Als Am idoverbindung lässt sich die Base diazotiren 
und weiter mit Naphtol, bez. Sulfosäuren desselben leicht 
kuppeln unter Bildung schöner, echter Farbstoffe. 

Ueber diese Reaction, sowie über Abkömmlinge der Base soll 
später ausführlich berichtet werden. Hier seien, zwei Derivate 
kurz beschrieben. 

Wie aromatische Amine sich leicht mit Orthoameisenester 
condensiren lassen, so auch die Base, die leicht die Methin- 

/NH • C 6 H 4 S • C 6 H 4 (CH 8 ) 
Verbindung: CH in schön ausgebildeten 

Vr.c.H^s-q.H^CH,) 

Nadeln liefert: 



i) Analysen des blauen Farbstoffs. 

0,2011 Grm. gaben 0,5184 Grm. CO, und 0,0943 Grm. H,0 = 70,3% C 

und 5,22 %H. 
0,1897 Grm. gaben 0,4876 Grm. CO, und 0,09 Grm. H,0 == 70,11% C 

und 5,27 %H. 
0,4015 Grm. gaben 0,2930 Grm. BaS0 4 = 10,10% S. 

Die Stickstoffbestimmungen verschiedener Präparate gaben schwankende 
Werthe; hieraus, wie schon aus der Unfähigkeit des Farbstoffs zu 
krystallisiren, ergiebt pich die Thatsache, dass derselbe nicht chemisch 
rein darzustellen ist. 
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0,2038 Grm. gaben 0,5485 Grm. CO, und 0.0992 Gnn. H,0 
0,2047 „ „ 0,5505 „ CO, „ 0,103 „ H,0. 

Berechnet : G efunden : 

C 73,63 73,40 73,36 

H 5,45 5,40 5,63. 

Mit Phenylsenfbl vereinigt sich das Thiotolylanilin leicht zu 
dem Abkömmling des Phenyl-Thioharnstoffs: 

/NHC 6 H 5 

CS , 

\nh.c 6 h 4 .s.c 6 h 4 (ch 8 ) 

welcher Körper in weissen Nadeln von i6i° Schmelzpunkt 
krystallisirt: 

0,2058 Grm. gaben 0,5145 Grm. CO, = 68,2% C und 0,0947 Grm. 
Wasser « 5,15% H, berechnet: 68,57% C und 5,1470 H - 

IV. Verhalten des p-toluolsnlfinsauren Tetramethylammoninms. 

Da das Verhalten sulfinsaurer Salze beim Erhitzen manche 
interessante Ergebnisse zu liefern versprach, so habe ich derartige 
Reactionen zu untersuchen begonnen, und berichte zunächst über 
das Verhalten des oben genannten Salzes. Aehnlich dem Tetra- 
methylammoniumchlorid zerlegt sich das sulunsaure Salz in 
Trimethylamin und Methyl -p-tolylsulfon: 

(CH 8 ) 4 NC1 = (Ctt^N + CH 8 C1 
(CHj^N-SO^CeH^CHa) = (CH 3 ) 3 N + CHa-SO^H^Cr^). 

Wie der Versuch ergeben hat, ist diese Spaltung quantitativ. 
Man kann die Sulfinsäure direkt mit .der wässrigen Lösung der 
Ammoniumbase in das Salz überführen oder einfacher das sulfin- 
säure Natrium mit Tetramethylammoniumchlorid umsetzen und 
dann erhitzen. 5 Grm. des letzteren, in 40 Ccm Wasser gelöst, 
wurden mit 7,3 Grm. p-Toluolsulfinsäure und 45 Ccm norm. 
Natronlauge vermischt; die kaum alkalische Lösung wurde im 
Oelbade abdestillirt, der Rückstand allmählig höher erhitzt; bei 
etwa 180 (im Oelbade 200 — 210 ) erfolgte die Hauptreaction 
unter Schäumen. Das übergehende Trimethylamin wurde von 
vorgelegter norm. Schwefelsäure aufgefangen; als das Oelbad 
die Temperatur 240 erreicht hatte, wurde durch einen Wasser- 
stoffstrom alles im Apparat noch befindliche Trimethylamin 
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übergetrieben. Bei der Titrirung ergab sich, dass 44 Ccm norm. 
Schwefelsäure verbraucht waren (etwa 97% der theoretischen 
Menge). Der Rückstand, mit absolutem Alkohol ausgezogen, 
lieferte 7 Grm. reines Methyltolylsulfon vom Schmelzpunkt 86° 
(berechnet 7,8 Grm.). 

0,1187 Grm. desselben gaben 0,2468 Grm. CO, und 0,0632 Grm. H,0. 

Berechnet für: 

CH,.S0 8 C fl H 4 (CH,) ^fanden: 
C 56,5 56,69 

H 5,9 5,90. 

Aus p-toluolsulfinsaurem Tetraäthylammonium bildet sich 
durch Erhitzen unter Abspaltung von Triäthylamin das Aethyl-p- 
Tolylsulfon vom Schmelzpunkt 57 °. 



Druckfertig erklärt 16. XI. 1900,] 



B. Jahnke, Berlin: Neue Methode zur Herleittmg der 
Differentialbeziehungen für die Thetafunktionen von zwei Argu- 
menten. (In der Sitzung vom 22. Oktober vorgelegt von Herrn 
W. Scheibner, o. M., für Herrn M. Krause, Dresden, o. M.) 

(Auszug aus einem Brief an Herrn M. Krause.) 

Im Anschluss an unsere Unterhaltung auf dem internationalen 
Mathematiker -Congress zu Paris habe ich die Frage wiederauf- 
genommen, ob es möglich ist, die von Ihnen aufgestellten 
Differentialbeziehungen der Thetafunktionen von zwei Argumenten 
(C. R. 1898; Ann. di Mat. (3) I) aus der Theorie der Orthogonal- 
systeme, also auf algebraischem Wege herzuleiten. Ich habe ge- 
funden, dass diese Frage zu bejahen ist. Und zwar ergeben sich 
die genannten Differentialbeziehungen auf Grund der Caspary- 
schen Identitäten-Methode durch Compositum aus zwei orthogonalen 
Sechzehnersystemen. 

Ihre Differentialbeziehungen treten bei mir als die Systeme 
(Kj), (K 2 ) in einer allgemeineren Form auf, insofern als sie noch 
eine beliebige Funktion enthalten, über welche passend verfügt 
werden darf. Die Einführung der beliebigen Funktion hat den 
Vorteil, die Darstellung übersichtlich zu gestalten. 

Mein Verfahren 1 ) liefert ausserdem für jede der Theta- 
funktionen mit einem Schlage ein Quadrupel von Differential- 
beziehungen. 

Ich erlaube mir Ihnen im Folgenden die Ergebnisse meiner 
Untersuchung mitzutheilen. 

1. Theorem über die Komposition orthogonaler Seclizdmcr- 
systeme. — Ich benutze zur Aufstellung der Differentialbeziehungen 
beliebiger Ordnung zwischen den Thetafunktionen von zwei 
Argumenten die Methode der Komposition eines orthogonalen 
Sechzehnersystems aus anderen. 



1) Vgl. hierzu C. R> CXXVI (12 avril 1898), p. 1083— 1085. 
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In den C. R. 1898, p. 1084 habe ich ein Theorem mit- 
getheilt, wonach sich durch Komposition zweier orthogonaler 
Sechzehnersysteme, die ein Parameterquadrupel gemein haben, ein 
Orthogonalsystem der Form 



*1 


ö* 


*8 


*4 
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*4 


*1 


-6 a 



d. h. in der Terminologie von Herrn Caspary ein identisches 
Orthogonalsystem ergiebt. Umgekehrt lässt sich zeigen, dass 
auch die Komposition eines solchen identischen Orthogoncüsystcms 
mit einem orthogonalen Sechzehnersystem, die ein Parameter- 
quadrupel gemein haben, wieder zu einem orthogonalen Sech Zehner- 
system führt.*) 

Beide Theoreme lassen sich für die Auffindung der in Rede 
stehenden Differentialbeziehungen verwerthen. Hier soll das zweite 
Theorem zu Grunde gelegt werden. 

Um dasselbe aussprechen zu können, erinnere ich an die 
von Herrn Caspary (Crelle's J. XCIV, p. 75) gegebene Darstellung 
eines orthogonalen Sechzehnersystems (ßmn) vermittelst acht 
Parametern ct h , ß^: 

#11 = «101 — «202~ «303 + «404» #21 = «102 + «201 + «304+«403» 

#12= ~ («102+ «201 ~ "304— «40s)> #22= «1 01 ~ «2 02 + «8 03 ~ «4 04 » 

#13 = «103 + «204+«301 + «402» #23 = — («104-«203-«302 + «40l)» 

#14= «104" «20S + «302 — «401» #24= «103 + «2 04~ «3 01 — «402» 

#31= — («103 — «204+ «301^ «402)» #41= ~ («104+ «2 03~ «302~ «40l)» 

#32= «104+ «203+ «302 + «401» #42 = ~ («1 03 ~ «2 04 ~ «3 01 + «4 02) > 

#33= «101 + «202 — «303 — «404» #43= ~ («102 ~ «201 + «304 ~ «40s)» 

#34= «102 — «201 — «304+«408» #44= «101 + «2 02+ «303 + «104 ' 

Alsdann folgt 

Theorem. — Komponirt man ein aus den Para- 
meterquadrupeln y M , jS /t aufgebautes orthogonales 



1) Ein specieller Fall dieses Theorems findet sich schon in meiner 
Arbeit Journal f. d. reine u. angew. Math. CXVIII, p. 231. 
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Sechzehnersystem (h mn ) mit einem identischen Ortho- 
gonalsystem, dessen vier Parameterverbindungen mit 
den Coefficienten einer Horizontal- oder Vertikal- 
reihe des orthogonalen Sechzehnersystems (g mn ) über- 
einstimmen, so ergiebt sich ein orthogonales Sech- 
zehnersystem mit den Parameterquadrupeln c^, y^. 
In symbolischer Bezeichnung: 

wo der Strich an (aß) andeuten soll, dafs dieses 

System ein identisches ist. 

Ich benutze dieses Theorem für den speciellen Fall, dass 
die Parameter y^ gleich den Ableitungen der Parameter ß^ sind, 
also 

flu™ 8 d v ß h . Gk = 1,2,Mj v=1,8,3,...) 

Alsdann geht das System (ccy) über in das System (ad v ß\ 
dessen Coefficienten mit g bezeichnet werden mögen, sodass z. B. 

und das System (yß) verwandelt sich in das System (d v ß ß). 
Es empfiehlt sich die Coefficienten des Systems (ßd v ß) einzuführen, 

sie mögen g w heissen. Dann stimmen die Coefficienten des 

Systems (d r ß (3), die für den Augenblick durch (d v ß ß) mn dar- 

gestellt werden sollen, mit den g^' überein bis auf sechs, wo 

sich das Vorzeichen ändert, nämlich 

(*r/»)u— «2. (^ /»)«-- «2. 

Was endlich das identische System (aß)' anbetrifft, so 
dürfen als die vier Parameterverbindungen desselben die Coeffi- 
cienten einer Horizontal- oder Vertikalreihe des orthogonalen 
Sechzehnersystems (ß m ^) gewählt werden. Ich wähle z. B. # 14 , 

#24» #34 J #44* 

In diesem Fall lautet die durch obiges Theorem aus- 
gesprochene Komposition wie folgt: 
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2. Aufstellung orthogonaler Sechzehnersysteme für die Theta- 
funktionen von zwei Argumenten. — Ich verweise zunächst auf 
das Caspar Y^sche Theorem, wonach die Thetaprodukte 

faß = &aß («1, ^2) &aß (gfl f #2) 

in der Anordnung 



/ö 


/öl 


— /OS 


-/•* 


-/i 


/il 


fn 


-/Ö4 


/i 


-/i* 


/j4 


— / 02 


fa 


/i 


fi 


/i 



die Coefficienten eines Orthogonalsystems bilden. 

Herr Caspary gelangt zu seiner Anordnung, indem er, wie oben 
angegeben, aus den beiden Parameterquadrupeln cc^ , ß^ (n = 1, 2, 3, 4) 
ein orthogonales Sechzehnersystem komponirt, für die beiden 
Quadrupel je dasselbe GöPEi/sche System von Thetafunktionen 
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mit den Argumenten x x + y t , x 2 -\- y 2 Dezw - #1 — Vn %% — Vi ^nd 
doppelten Moduln substituirt und alsdann die Formeln der 
quadratischen Transformation anwendet. 1 ) 

Ich benutze dieses Theorem mit der kleinen Abänderung, 
dass ich die Parameter a /M ß /t mit ein und derselben Funktion A x 
bezw. A 2 multiplicirt annehme, dafs ich daher die Grössen f a i 
durch die Grössen 

9mn = A^&aß (x U # 2 ) &aß {Vi, #2) (m, n = 1, 2, 3, 4; 

ersetze , wo A % , A 2 beliebige Funktionen von x x + y t , x 2 -\- y t 
bzw. oc x — y t , # 2 — y 2 bedeuten. (Vgl. F. Caspary, Liouville's J. 
(4) VI, p. 372.) . 

Hiernach wird z. B. 
(#14= "i A~ «>ft+ «oft— «4Ä — A-^i ^sO*!* **) ^isOn ^1)1 

I 

^34 ä «i A - a 2 A - «a A + «4 A = ^M» *i Oi 1 *») *i Oi » y*h 

l ^44 = = cf lA+ cf 2A+ a 3A+«4/ 3 4 = ^iA' 9, 5 OnO^Ü Ol: #>)> 

woraus, wenn die Argumente y gleich Constanten, etwa 

gewählt und zur Abkürzung 
gesetzt wird: 

^14=A^2^13(«)^13(^)» 

#34 = ^1^2 *1 (P)®\ 0)> 
l #44 = =A^2' 9 5 («)*6 0*0 • 

Durch Differentiation von (i) nach x t — y t i x 2 — y^ geht 
wieder ein orthogonales Sechzehnersystem hervor, dessen Coeffi- 
cienten g' mn heissen mögen. Z. B. wird 



(*) 



(i) 



1) Herr Krause hatte die Güte mir mitzutheilen, dass in den 

rÖPEL'sch 

«1 + Vi 



Formeln (1) für die beiden Quadrupel a , ß auch je dasselbe GÖPEi/sche 



System von Thetaquadraten (5, 3, 1, 13) mit den Argumenten 

— "T bzw. ■ l ^ l , * und einfachen Moduln gesetzt werden 

kann, wie aus den Formeln des gewöhnlichen Additionstheorems (vgl. 
M. Krause, Die Transformation der hyperelliptischen Funktionen erster 
Ordnung, p. 42) sich ergiebt. 
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'2^u = 2(a 1 dß 4l — atdßs+ a$dß 2 — a^dßi) 

- *4*««#^ - v-)^]*(* - *) 



(3) 



(II) 



(III) 



2gü=2 («idfr + «saßt + a»(lßt + « 4 tf A) 

Aus den Formeln (3) ziehe ich zwei Folgerungen. Einmal 
wähle ich, wie oben, 

dann wird, wenn ich der Kürze halber noch 

setze: 

2^u = A X A % [d 13 (a) dw(a?) - ^ia(a) #iV(>)] + ^M^isO) <fri 8 (», 

2.^24 = ^1^2 [#3 (a)9i (x)-&3 (a)& s (x)] + A 1 dA 2 & 3 (a)0 3 («), 

2^34 = ^1^2 [«•! (a)o; (»-#1 (a)*i (a?)] + -M^2äi («)&i 0), 

\2gU = A 1 A 2 [d> 6 (a)^5 (»-#5 (ö)#5 (x)] + A 1 dA 2 ^ & (a)&* (*). 

Andererseits wähle ich y t = # a = und ersetze a^ , or 2 durch 
% — a i ? ^2 ~~ a 2 ? ^. n> ^ cn se ^ ze die Parameter «^ gleich den 
Parametern jS^. Dadurch erhalte ich ein neues orthogonales 
Sechzehnersystem, dessen Coefficienten g TOn (m,n = 1,2,3,4) heissen 
mögen; und zwar 

( 2 9u = 2 (A<* A - A* A + /5 3 ^/3 2 - A*A) = ~ 4«,',*,j(* - «), 
2 8m = 2 (A<*A + A* A - ß t dß t - ß t dß t ) = - A\e t * 3 (x - «), 
2 g^ = 2 (MA - /J f dft - ß a dß 4 + ß t dß 3 ) = - A\c[ » t (*-«), 
2 9^ = 2 (ftd A + A* A + A* A + A* A> = ^»'s *i (* - «) 

Wende ich dieselbe Substitution wie eben auf (2) noch auf 
(1) an, so finde ich 

(4) ßl + ßl + ßl +ß\ - A*r s » s (x - a). 

Die Methode, deren ich mich in dieser Nr. bediene, um 
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Orthogonalsysteme für die Ableitungen der Thetafunktionen zu 
gewinnen, ist dieselbe, welche meiner Note in den C. R. CXXV, 
1897, p. 486 — 489 zu Grunde liegt 

3. Differentialbezieliwngen erster Ordnung. — Ich führe jetzt 
die in (I), (II), (m) gewonnenen Ausdrücke in die Formeln (1) 
für v = 1 ein. Wird noch 

gesetzt, so erhalte ich die ersten Ableitungen rf£ a/ * als lineare 
Funktionen von £ 13 , £ 8 , g l? £ ß ; z. B. 

[ ^Si 3 = £3 Vi — fil % — £5 %3 + $18 #13 » 

^3 — ~ $13^1 — £5 % + £1 %3 + £ 3 #3 1 
rf Sl = — & *h + ^13% - £s *2l3 + 6l <^1 » 
<* & = £l % + ^3 % + §13 ^18 + & ß 1 



(Kl) 



WO 



0> a/ 9 = dloguliula^ö^ — a) + cUogft^a); 

<* log #«£ (ä) = [d log #«^0*0]* = a 

Das System (1^) umfasst die von Ihnen in den Annali di 
Mat. (3) I, p. 2 7 2 mitgetheilten Differentialbeziehungen als speciellen 
Fall. Ich erhalte sie, wenn ich 

also _fijg(*_ fl ) 

^^^(ä — a) =- const • 6 

wähle und gleichzeitig # — a durch v ersetze. 

4. Zweite Herleitung der Differmtialbeziehungen erster Ord- 
nung. — Die eben dargelegte Methode führt zur Aufstellung der 
Differentialbeziehungen beliebiger Ordnung. Käme es mir allein 
auf die Herleitung derjenigen von der ersten Ordnung an, so 
hätte es genügt, jenes System von Differentidlidentitäten zu Hülfe 
zu nehmen, welches zwischen den Elementen eines orthogonalen 



o 
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Sechzehnersystems besteht, und welches ich im 118. Bande des 
Journals f. d. reine u. angew. Math. p. 229 aufgestellt habe. Ich 
benutze diese Gelegenheit, um das daselbst fehlerhaft abgedruckte 
System noch einmal hinzuschreiben: 

d9i—j9iidlogg=g 1 jp r9 +girPsj+9i 9 Pjr=—g2ii'M—gisiVM—g4iVs2, 

dg2i — -lg2idl0gg=g 2 jPrs+g2rP3J+g23Pjr = —giliVu—giiVlS—giin3 1 

dgsi—jgsidlogg=gsjPr*+gdrp 8 j+gz$Pjr s =--guV2i—guV2i—g2iVii, 

^dgu—\g4 t id\ogg^g 4t jPr»+girP 9 j+guPjr^—guV2Z--92i^i—9zi^i2, 

wo die Indices i, J, r, s so zu wählen sind, dass sie durch eine 
gerade Anzahl von Permutationen in die Reihenfolge 1, 2, 3, 4 
übergehen, und wo 

. 2 A4 - ft(«)+AÖ»), 2 *u= *i(«) + «iG»)» 

2 i>24= AOO+AO 3 )' 2i '24= v «(«) + v a(P)i 

2i>34 = JPs 0) + ft (0) > 2 v 34 =-» v 3 0) + t> 8 ((3) , 

2i?23 Ä - A(«) +Pi (ß)i 2 ^23 = - «l(«) + «>i(Wt 

2j> 8 i = - A («) + A (ß) 1 2 r 31 = - *; 2 (a) + v 2 (ß) , 
«At 1 ft(«) + AO»)t 2i; u - - !?,(«) + r,(/J), 



2,2,2,2 xrr 2 ^r»/s« 



Nehme ich hier zunächst 



4 4 



g m n= A 1 A2^ a ß{x)^ ct ß{y) 
und betrachte die Ableitungen inbezug auf x — y, so wird z B. 

}{x — y) * y Ud(x — y) ^24 V 34 ^#34^24 *44 V 28 *llA» ^12^31 ^13^12 ' 

Nun ist 

Demnach ergiebt sich für 

Vi —«11 A" °» 

im Hinblick auf (II): 

Ferner ist 1 ), wieder für y = a: 
1) Vgl. Journal f. d. reine u. angew. Math. CXIX, p. 245. 
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* V U ^23 c 5 ^ (« — o)' 



^14 ^23 C5 # 5 (x — ay 



und wegen (4) 



5 v 5 (* — «)' 

c i fti fo -— fl ) 

c 5 #5 {x — ay 



0„W Ä 9„W - _ C 4»04(^— q ) 

*^24 ^si C g äg ( Ä _ a ) 1 

9 J» _ «J» <&*<»(* — «) 

^54 — ^12 C5 ^ 5 (x — ay 



(Ki) 



dlog# = dlog A%& b (x — a). 
Demnach fliesst aus (1'): 

^^13 — ^8^13= Ss ^2l — 6l % — ^5 ^13 = — So %l + ^2 ^04—^4 %• 
<^3 —^3 ^3 == — ^13% — ^5 % + S| %3 = ~ äH^-^to + Su^- 
^l — Si #1 = — & ^1 + Sl3 ^S — §8 %3= §08%4 — ^23 /| ?04 — ^31%' 
l ^ 5 — §5 ®6 = 6l %+^3 '»fe + SlS^lS^ S24%4 + §04 1 ?04+^02 1 /Oi- 

Hier ergeben sich für die ersten Ableitungen der | mn zwei 
verschiedene Darstellungen. Dieses Resultat ist indessen der 
zweiten Herleitung nicht eigentümlich. Geht man nämlich zu 
der ersten Herleitung zurück, so sieht man, dass man als die 
vier Parameterverbindungen des identischen Orthogonalsystems 
eines der Quadrupel <7i,-, #2*, #3/, 04« (« = i> *•*•*) hätte wählen 
können, dass daher vier verscJiiedene Darstellungen der d% mn 
möglich sind. 

5. DifferentialbezicJmngen zweiter Ordnung. — Um nach der 
in Nr. 1. dargelegten Methode Differentialbeziehungen zweite 
Ordnung zwischen den Thetafunktionen von zwei Argumenten zu 
erhalten, habe ich zunächst die orthogonalen Sechzehnersysteme 
(g'mn) und (grö„) aufzustellen. Das erstere geht aus dem System (ß mn ) 
hervor, wenn die Parameter ß fl durch ihre zweiten Ableitungen d 2 ß M , 
das letztere, wenn ausserdem die Parameter ce fl durch die ß^ er- 
setzt werden. 

In analoger Weise wie die g' mn finde ich z. B. 



\x—y) % d{x—y)d(x—y) ' vl9VV/ d{x—y)' 
Hieraus folgt für 
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4^«^i-4i[d| (a)4tf (*).- 2fri (a)di (*) + «^(a)** (*)] 

+ 4^M.4 2 |>3 (a)*i (»)-di (a)0 8 (*)] + 4^MMs"frs (a)0* («), 

4 5 r 3 ; = ^ 1 ^ 8 [^ 1 (a)Oi'(») - 2^ (a)4>i (*) + 4>J'(*)*i (*)] 

+ 4A 1 dA % \& t (a)dj («) — *i (a)#i (x)] + 4^ 1 ^^ 2 -^ (a)#i (*), 

4^;=^1 1 ^ 2 [^5 («)«*(*) - 2#5 (a)Oi (*) + «J'(a)e* (*)] 

+ 4^kL4 2 [>6 (a)«* (*)-** (a)0* (*)] + 4^,d l -A 1 -ai (a)# 5 (*), 

und für #! = ^ 2 = mit nachfolgender Substitution von a^ — Oj, 
# 2 — a 2 anstelle von a^, # 2 : 

S^5^,*i(* - a) - 2dA* c[ 3 & lt (x - <*), 

= - 2A\c' s ^ (x-a)- 2dA\ e' % » 3 (x - o), 

W { 4 ^ - 4 &*& - ftd«ft - p,dv» 4 - ^d»jj,) 

= - 2^ ^ (W - a) - 2dA\ c' x » t (x - o), 
*9« = *GWi - ft*Ä ~ ß S <Pßs ~ A*A) 

= AM(* - «) + «bA(* - «)] + **A <k*fa - «) 

+ 4^ 2 dM g - c b 9 s (x — a). 

Die Einfahrung der Ausdrtteke (I), (IV), (V) in die Formeln (i) 
für v = 2 ffihrt zu folgenden Differentialbeziehungen zweiter Ordnung : 

[ d% 8 - 2tf, 1$ d£ 18 = 2 (fcfc -£,?,- i 6 ? ls ) . 

+ 1» fr - Jj£) ~ * <* lo S ^ 4 <"<**» (•)} 
#*, - 2^, d£, = 2(- {„ü - M-titu) 

+ *•[* ~ St ~ 2^1ogA^dlog»,(a)], 
d 2 £ x - 2^ ^ - 2 (- fcfc - | 1S ? S - | S ? 1S ) 

+ 4* ~ ITW ~ ädlog^dlog*^«)], 
d»fc - 2 ^ d£ 6 = 2 &£ - |,? 8 - £ 1S ? 13 ) 



(K.) 



+ ls [* ~ «Jw> ~ 2«"og^^dloge,(a)], 
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WO 

ipaß = d log Ä 1 Ä S + d log &aß(a), 



'5 V 5 



OQ 



* - f + f§M? + ^ g A t A 2 + 8(dlog^^ 
+ 4dflog^i 1 ^ 2 [^log^ 5 («) + rflog-fr 5 (;r - *)]. 

Das System (E^) lässt sich noch in eine andere Form 
bringen. Berücksichtigt man die Belation 

laß*** Va{3+ rjaßdlog&^x — a), 
so ist zunächst 

und entsprechend für die übrigen Verbindungen. Demnach 
wegen (Kj): 

u. s. w. Hiernach nimmt das System (K^) die Form an: 

fd*i ia =-2(i 3 ^ 1 <P, - 1^3*, - ^„«o - 2i ls (^, + ,5 + n *) 



(K) 



u. s. w# Wird auch hier 

-^l^a^sK^ ~~" a ) ** const • e 
gewählt, so geht das System (IQ über in das folgende: 

*S, =2^ %8 di g^g-2i 18 ^diog^-2i, fä+nl+nD-kt | s . 

-2i B (ijf,+ijl+^)-fc B i 5 , 

wo die Constanten & a ^ folgende Bedeutung haben: 

*„, - J - # log M«) - ( rf l0 8 Ä) • • 



Neue Methode z. Heel. d. Diff.-Bez. p. d. Thetap. v. 2 Arg. 151 
Zu bemerken ist noch, dass unter d 2 £ entweder die Summe 



2 



oder ein einziger dieser Terme verstanden werden darf. 

Die Differentialbeziehungen (Kg) und (K2) umfassen als 
specielle Fälle diejenigen, welche Sie am genannten Ort auf- 
gestellt haben. 

Dies möge genügen, um zu zeigen, dass die dargelegte 
Methode geeignet ist, die Differentialbeziehungen beliebiger Ord- 
nung für Thetafunktionen von zwei Argumenten aufzustellen. 



Druckfertig erklärt 13. XI. 1900.] 
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GESAMMTSITZUNG DER GESELLSCHAFT 
VOM 14. NOVEMBER 1900. 

Vortrag hielt: 

Herr Hermann Credner, o. M.: „Die vogtländischen Erdbebenschwärme 
während des Juli und des August 1900". 

Hermann Credner: Die vogtländischen Erdbebenschwärme 
während des Juli und des August 1900. (Vorgetragen in der 
Gesammtsitzung der Gesellschaft am 1 4. November 1 900.) Hierzu 
Tafel I bis IV. 

Auf das durch seine lange Dauer, sowie durch die grosse 
Zahl und Stärke seiner Stösse bis dahin im sächsisch-böhmischen 
Schüttergebiete einzig dastehende Erdbeben im October und 
November 1897 1 ) folgte dort eine zwei und einhalbjährige ver- 
hältnissmässige Ruhe der seismischen Thätigkeit. Zum gänzlichen 
Erlöschen gelangte jedoch dieselbe nicht, äusserte sich vielmehr 
in kürzeren oder längeren Intervallen und zwar vorzugsweise 
innerhalb des oberen Vogtlandes durch schwächere Erbebungen 
von ausnahmslos localer Natur. Ueber 12 derselben ist an dieser 
Stelle Bericht erstattet worden 8 ) und 2 andere ereigneten sich 
kurz nachdem dies geschehen. 8 ) 



1) H. Credner. Abhandl. d. math.-phys. Cl. d. Egl. Sachs. Ges. 
d. Wiss. B. XXIV. No. IV. Leipzig 1898. 

2) H. Credner. Ber. d. math.-phys. Cl. d. Kgl. Sachs. Ges. d. 
Wiss. Mai 1900. S. 37 

3) Diese beiden Beben fanden am Morgen des 20. Mai in Graslitz 
und in dem 20 km davon entfernten Brambach statt, 2 Orten, welche 
die Epicentren des etwa 1 Monat später beginnenden grossen Erd- 
bebens bilden werden. 

1 (= 51 der seit 1875 fortgeführten Nummerirung). 20. Mai 1900, 
früh h. 3 in Graslitz und dem benachbarten Grünberg lang 
andauerndes donnerndes Dröhnen, 
h. 4.45 mehrfache sich in Zeitzwischenräumen von 3 — 4 Minuten 

Math.-phys. Classe 1900. 13 
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Auch in den ersten Tagen des Juli d. J. begannen sich in 
der Graslitzer und kurz darauf auch in der Brambacher Gegend 
schwache Erschütterungen bemerklich zu machen, statt aber bald 
wieder der Buhe zu weichen, setzten sie sich in wechselnder 
Zahl und Energie tagelang fort, bis sie am 7. Juli in einem 
Hauptstosse vom Stärkegrad 5 gipfelten, um erst dann wieder 
allmählich in schwachen Zuckungen und unterirdischem Bollen 
auszutönen. Die Erdbebenpenode schien ihr Ende erreicht zu 
haben. Da, nach einer makroseismischen Buhepause von 7 Tagen 
begannen am 1 8. Juli die Erbebungen von Neuem, nahmen in un- 
regelmässigen Sprüngen an Zahl und Kraft zu, erreichten am 25. Juli 
ihre grösste Schütterstärke in 2 Hauptstössen und setzten mit 
verminderter Intensität und in grösseren oder geringeren Zwischen- 
räumen bis zum 14. August fort, um dann vom 15. bis 21. August 
in localem Bollen und einigen minimalen Erzitterungen des Bodens 
zu verklingen. 

Die vogtländische Erdbebenperiode des Juli und August 1 900 
setzt sich demnach aus 2 Erdbebenschwärmen zusammen, die 
durch eine siebentägige seismische Pause getrennt werden. 

Die nachfolgende Beschreibung dieses schon durch seine 
lange Dauer aussergewöhnlichen Erdbebens beruht auf der Ver- 
arbeitung eines sehr reichen Beobachtungsmateriales. Dasselbe 
ist in erster Linie der Berichterstattung nachstehender Referenten 
der sächsischen Erdbebencommission zu danken, welche sich 
wiederum der Mühe unterzogen haben, die in ihrem Wohnorte 
und dessen weiterem Umkreise gemachten seismischen Wahr- 
nehmungen systematisch zu sammeln und ihre oft sehr umfängliche 
Ausbeute der Centralstelle in Leipzig zu übermitteln. Es gebührt 
dieses Verdienst den Herren Stadtarzt Dr. BÄuml in Graslitz, 
Oberlehrer Englert in Untersachsenberg, Gerichtsarzt Dr. Fuchs 
in Bleistadt, Apotheker Klingner in Bad Elster, Oberlehrer 
Dr. Lohrmann in Annaberg, Postverwalter Rekz in Brambach, 
Cantor Schneider in Klingenthal, Bürgerschullehrer Sieber in 
Schöneck, Seminaroberlehrer Simon in Auerbach, Bürgerschuldirektor 
Speschny in Neudeck, Lehrer Tittel in Johanngeorgenstadt, 

wiederholende, jedesmal stärkere Erschütterungen, schliesslich 
ein ziemlich kräftiger* Stoss (Ref. Herr Dr. Bäuml in Graslitz). 
2 (= 52). 20 Mai 1900 früh h. 5.37 in Brambach 5 Stösse, von 
denen der 3. und 4. die stärksten sind (Ref. Herr Benz und die 
Bahnhofsverwaltung in Brambach). 
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Oberlehrer Dr. Vogel in Markneukirchen, Professor Weise in 
Plauen, Kirchschullehrer Werner in Schönberg a. Ka. und 
Oberlehrer Wölfel in Bossbach. 

Ausserdem haben uns durch z. Th. sehr ausführliche Bericht- 
erstattung unterstützt die Herren Bergverwalter Augustin in 
Eibenberg, Prof. Dr. Doss aus Riga, damals in Auerbach, Dr. Gabert 
aus Leipzig, Lehrer Hartenstein in Ebersbach, Prof. Dr. Mohr 
in Annaberg, namentlich aber Herr Pharmaceut Stowasser in 
Graslitz. 

Sehr werthvoll erwiesen sich ferner die telegraphischen Be- 
nachrichtigungen von Seiten der Stationsvorstände zu Brambach, 
Falkenstein, Hammerbrücke, Jocketa, Klingenthal, 
Muldenberg, Schöneck, Wilzschhaus und Zwota, welche 
wie sämmtliche übrigen Bahnhofsverwaltungen des Königreiches 
durch Verordnung der Königl. Generaldirektion der Sachs. 
Staatseisenbahnen zur Berichterstattung über alle etwa dort 
beobachtete Erderschütterungen angewiesen worden sind. 

Dankbarste Anerkennung gebührt endlich der Redaktion des 
Vogtländischen Anzeigers und Tageblattes in Plauen, 
welche der Fülle der ihr aus dem ganzen Vogtlande zuströmenden 
Erdbebennachrichten seit Jahren und so auch diesmal bereitwilligst 
die Spalten ihres Blattes öffnete und dadurch letzteres zu einem 
wichtigen Sammelorgane für die Berichte über die heimathlichen 
seismischen Ereignisse gemacht hat. 

Alle diese Berichterstatter und Förderer unserer Bestrebungen 
mögen sich für ihre Mühewaltung durch die Wahrnehmung ent- 
schädigt fühlen, dass jede ihrer Mittheilungen sich mit denen 
ihrer Collegen ver woben hat zu dem einheitlichen Gesammtbilde 
eines der bemerkenswerthesten Erdbeben, die unser Vaterland 
betroffen haben. 

Eine grosse Schwierigkeit, welcher bei diesem neuesten wie 
bei allen früheren Erdbeben die Ausnutzung des auf solchen 
Wegen eingegangenen Materiales begegnet, sind die ungenauen 
Zeitangaben, die sich in den meisten Fällen auf später un- 
controllirbare Ortszeiten beziehen und dann nur zu ungefährer 
Fixirung des Eintrittspunktes der Einzelstösse genügen. Eine 
werthvolle Ausnahme machen die kurzen telegraphischen Mit- 
theilungen der Eisenbahnstationen, sowie die Berichte einiger 
weniger der Herren Referenten, welche auf mitteleuropäischer 
Zeit basiren. Aber sie reichen nicht hin, den Versuch einer 

13* 
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Construction von Isochronen zu wagen. Das allgemeine Bild 
des Verlaufes, der Erstreckung und der Wirkungen des Erdbebens 
leidet jedoch unter diesen Mängeln nur wenig. 



Das vogtländische Erdbeben vom 1. Juli bis 21. August 1900. 

Der erste Erdbebenschwarm vom 1. bis 11. Juli 

und seine Vorboten. 

Hierzu Tafel I und H. 

Vorboten im Jwni. Bereits an verschiedenen Tagen der zweiten 
Hälfte des Juni, namentlich am 16., 19. und 29. dieses Monats 
beobachtete Herr Bergverwalter Augustin in seinem auf festem 
Phyllitboden stehenden Wohnorte Eibenberg bei Graslitz ein unter- 
irdisches Grollen und Rollen, welches jedesmal mehrere Secunden 
andauerte, sich zuweilen in kurzen Zeitzwischenräumen wiederholte, 
aus der Richtung von NNO heranzog, aber von fühlbaren Erschüt- 
terungen nicht begleitet war. Aus diesen Wahrnehmungen und 
seinen seismischen Erfahrungen vom Herbste 1897 schloss Herr 
Augustin bereits damals, dass ein neues Erdbeben im Anzüge sei. 

1. Juli. 

Den ersten Stoss bemerkte Herr Augustin am Abend des 
1. Juli h. 10.37. Derselbe war kurz und scharf und setzte sogar 
die auf dem Tische stehende Lampe in Bewegung. Gegen 1 1 Uhr 
macht sich aus der Tiefe kommendes Grollen hörbar. 

2. Juli. 

Unterirdisches Rollen "wiederholt sich mehrmals. Am Abend 
h. 8.42 erfolgen in Eibenberg kurz nach einander 2 schwache 
Stösse. 

3. Juli. 

Der genannte Eibenberger Beobachter hat im Laufe des 
ganzen Tages das Gefühl, als sei der Erdboden in einer gewissen, 
unbestimmbaren Bewegung, bis sich diese abends h. 10.29 zu einem 
schwachen und h. 10.50 zu einem ziemlich heftigen Stosse steigert. 

Auch in Graslitz werden während dieser Nacht Er- 
schütterungen verspürt, von denen diejenigen h. 10.50 und h. 1 1.50 
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die stärksten sind. In dem 5 km entfernten Klingenthal wird 

nur wiederholtes unterirdisches Donnerrollen, keine Erhebung 

wahrgenommen. 

4. Juli. 

Die Erdbebenerscheinungen nehmen an Zahl und Energie zu. 
Zunächst wird über schwache Stösse berichtet, die am Morgen 
des 4. Juli h. 4.50 in Eibenberg, ferner h. 7.01 und h. 7.25 
in Brambach und seiner Umgebung stattfanden. Diese letzteren 
stehen mit den seismischen Begebenheiten der Gegend von Graslitz- 
Eibenberg-Klingenthal in keinem directen Connexe (vergl. Tafel I), 
gehen vielmehr von einem selbständigen Erdbebenheerde 
in der äussersten Südecke des Vogtlandes aus, die sich als solcher 
schon längst durch die dort so häufigen, z. Th. recht energischen 
Erschütterungen zu erkennen gegeben hat und als welcher sie 
sich während des ganzen jüngsten Erdbebens bewährt. 

Schwache Stösse wiederholen sich Abends h. 6.52 in Graslitz, 
h. 8.30 und h. 9.05 in Untersachsenberg und Eibenberg, bis 
h. 10.31 ein recht kräftiger Stoss erfolgt, der sich, begleitet von 
unterirdischem donnerartigem Rollen oder Krachen, innerhalb eines 
Erschütterungsgebietes äussert, welches sich über den grösseren 
Theil des Vogtlandes ausdehnt. Am intensivsten wirkt derselbe 
in Graslitz und seinen Nachbarorten Eibenberg, Silberbach, Grünberg 
und Klingenthal, wo meist 2 kurze, scharfe, rasch auf einander 
folgende Stösse bemerkt werden. Nach S zu breitet sich die 
Erschütterung bis Bleistadt, nach W über Zwota und Markneu- 
kirchen bis Marieney und Unterwürschnitz bei Oelsnitz, nach N 
und NW über Untersachsenberg, Falkenstein, Tannenbergsthal 
und Rautenkranz bis Auerbach aus. In diesem Gebiete geringerer 
Schütterstärke äussert sich die Erbebung entweder nur noch als 
schwach stossförmige oder als wellenförmig schaukelnde Bewegung, 
beide jedoch mit z. Th. sehr lautem unterirdischen Geräusch 
verbunden. Die Geringfügigkeit der Erschütterung in diesem 
Randgebiete erklärt es, dass sie innerhalb desselben nur unter 
besonders günstigen Verhältnissen wahrgenommen wurde und dass 
deshalb die Vertheilung der Beobachtungsorte eine sehr spo- 
radische ist. 

Gleichzeitig erfolgt im äussersten Süden des Vogtlandes, 
im Brambacher Epicentrum, ein ziemlich starker Stoss. 

Auch Nachts h. 11 werden an einzelnen Orten des Haupt- 
schüttergebietes , so in Klingenthal und JMarkneukirchen noch 
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mehrere direct auf einander folgende Stösse beobachtet. Ferner 
wird in den Abend- und Nachtstunden vor, zwischen und nach 
diesen Stössen verschiedenorts unterirdisches Rollen vernommen, 
so in Graslitz pm. h. 6, — h. 8, — h. 8.45, — h. 9.3 5, 

— h. 9.51, — h. 10.05, — h. 10.06, — h. 10.24, — h- 11,18 

— h. 11.20, — h. 11.27. 

5. Juli. 

Eine noch allgemeinere seismische Unruhe herrscht während 
des 5. Juli innerhalb ziemlich des gleichen Schütterareales, in 
welchem sich fast zu jeder Stunde, zeitweilig nach nur kurzen 
Pausen Stösse bemerklich machen. Auch jetzt bleibt Graslitz 
und seine Umgebung das pleisto-seismische Gebiet. Zunächst 
wird der Boden von Graslitz von Mitternacht bis in die Morgen- 
stunden von steten Erzitterungen betroffen, denen sich stärkere 
und schwächere, z. Th. lang andauernde unterirdische Geräusche 
zugesellen und die sich in der Zeit von h. 12 bis früh h. 3 
zu mindestens 13, theilweise recht intensiven Stössen steigern. 
Einige der letzteren machen sich noch jenseits der bisherigen 
Schüttergrenze geltend, so derjenige h. 2 nach bis Neudeck, 
andere nach W bis Bad Elster, noch andere scheinen unabhängig 
von den aus der Graslitzer Gegend ausgehenden Erschütterungen 
localen Ursprunges zu sein und äussern sich an ordnungslos ver- 
streuten Einzelstellen. Zu diesen gehört wiederum die als epi- 
central bekannte Gegend von Brambach im Süden, ferner Auerbach 
im Norden und Markneukirchen im Westen des Schftttergebietes. 
Jedenfalls aber concentrirt sich die hauptsächlichste seismische 
Thätigkeit wie bisher auf Graslitz und seine Nachbarschaft, während 
sie sich in den peripherischen Kegionen oft nur als rollende 
Geräusche, zuweilen als wellenförmige Bewegungen oder in nur 
so geringfügigen Erzitterungen kund giebt, dass diese bloss am 
Schwanken der Magnetnadel und an der Unruhe, welche sich der 
Hausthiere bemächtigt, zur Wahrnehmung gelangen. 

Von makroseismischen Erbebungen sind während des 5. Juli 
die folgenden registrirt worden: 

« 

a. Im Graslitz-Untersachsenberger Schüttergebiete. 

am. h. 12.2 Stoss in Eibenberg, Klingenthal und Untersachsenberg, 

Rollen in Graslitz; 
h. 12.43 langes Rollen und Stoss in Graslitz; 
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h. i in Graslitz stärkerer Stoss, vorher und hinterher 

lang andauerndes Rollen und 3 sehr leichte Stösse; 

h. 1.30 und h. I.35 Stösse in Zwota und Falkenstein; 

h. 1.51, — h. 1.52, — h. 1.57 ziemlich starke Stösse in 
Graslitz, Klingenthal, Untersachsenberg, Georgen- 
thal, Neudeck, Zwota, Markneukirchen, Bad Elster 
und Bleistadt. In Graslitz von h. 1 ab fast un- 
unterbrochenes unterirdisches Bollen, sowie Zittern 
des Erdbodens, in Klingenthal ein stetes, z. Th. mit 
schwachen Erbebungen verbundenes, unterirdisches 
Grollen, welche hier wie dort bis zur Morgenfrühe 
anhalten; 

h. 5 schwacher Stoss in Zwota; 

h. 7.19 bis h. 7.36 in Graslitz, Untersachsenberg, Unterzwota, 
Markneukirchen, Bad Elster 2 — 3 Stösse; 

h. 7.54 in Auerbach starkes, unterirdisches Donnern, in 
Graslitz kräftiger Stoss; 

h. 8.33 ziemlich starker Stoss in Graslitz, Eibenberg, Zwota. 

h. 8.36 Stoss in Graslitz, Georgenthal, Untersachsenberg, 
Klingenthal, Zwota; 

h. 11.22 Stoss in Graslitz, Untersachsenberg, Klingenthal, 
Bleistadt; 

h 11.37 in Eibenberg 2 ziemlich starke Stösse; 

pm. h. 1.22 und h. 1.36 Stoss in Graslitz, Grünberg und Silberbach; 

h. 2.37, — h. 2.46 und h. 2.56 ebendort schwache Stösse; 

h. 3 wellenförmige Erbebung in Bleistadt; 

h. 5.21 in Graslitz 2 etwas stärkere Stösse; 

h. 10.41 Stoss in Graslitz; 

h. 10.57 Stoss in Graslitz, Georgenthal, Untersachsenberg, 
Reiboldsgrün, Wilzschhaus, Markneukirchen, Blei- 
stadt. 

Durch die heftigsten dieser Stösse werden Thüren, Fenster, 
Küchengeräthschaften und sonstige leicht bewegliche Gegenstände 
zum Klappern und Klirren gebracht, zuweilen auch Schlafende 
geweckt. Sonach entspricht ihre Intensität dem Stärkegrad 4 der 
Rossi'schen Skala. 

Das begleitende unterirdische Rollen, Donnern und Rasseln 
ging den Einzelstössen an ein und demselben Orte bald voraus, 
bald folgte es ihnen. 



160 Hbkmann Cbedneb: 

b. Im Brambacher Schüttergebiete. 

am. h. 1.30 bis h. 2 in Brambach, Hohendorf, Bärendorf, Frosch 

und Schönberg a. Ka. mehrere Stösse, von diesen 
h. 1.45 der stärkste. 

h. 7.24, — h. 7.40 

h. 9.05, h. 9.10 und 

h. 10 meist schwächere Stösse. 

6. Juli. 

Im Laufe des 6. Juli gehen die Erderschütterungen an Zahl 
und Ausdehnung etwas zurück und beschränken sich hauptsächlich 
auf die Stadt Graslitz und deren Umkreis. Gleiches gilt von 
den noch am vorigen Tage so lang andauernden und intensiven 
unterirdischen Geräuschen. Unterdessen fahrt die Gegend von 
Brambach fort, sich als selbständiges Epicentrum zu bewähren. 

Ueber folgende Erbebungen während des 6. Juli liegen 
Berichte vor: 

a. Aus dem Erschütterungsgebiete von Graslitz. 

am. h. 1.46 ziemlich kräftiger Stoss in Graslitz; 

h. 2.18 schwächerer Stoss dortselbst; 

h. 4.45 desgleichen; 

h. 5 in Untersachsenberg und Schöneck 2 Erschütterungen; 

h. 6 Stoss in Untersachsenberg, Klingenthal, Markneu- 

kirchen ; 

h. 8.23 Stoss in Graslitz; 

h. 9 schwache Erschütterung, aber starkes Bollen in 

Graslitz, Untersachsenberg, Klingen thal, Markneu- 
kirchen; 
pm. h. 11. 15, — h 11,20, 11,55 Stösse in Graslitz. 

b. Aus dem Erschütterungsgebiete von Brambach. 

am. h. 4.45 Stoss in Brambach, 

h. 5.32 desgleichen; 

h. 7.55 Stoss in Brambach, Hohendorf, Bärendorf und 
Schönberg a. Ka., 

h. 11.25 desgleichen; 
pm. h. 10.15 desgleichen. 
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7. Juli. 

Auf einige schwache Erschütterungen 
am. h. 2 in Brambach, ferner 

h. 2.45 in Falkenstein und 

h. 3 in Eautenkranz 
erfolgt 

h. 3.16 der heftigste Stoss des ganzen Erdbeben- 
schwarmes. Derselbe setzt fast das gesammte Vogtland in Be- 
wegung und macht sich bis weit hinaus in dem Erzgebirge fühlbar. 
Zugleich aber zieht er, wie die übrigen Hauptstösse dieses Erd- 
bebens das ausserdem seine Selbständigkeit wahrende Brambacher 
Schüttergebiet in Mitleidenschaft. 

So weit die eingegangenen Berichte reichen, verläuft die 
Westgrenze des Schütterareales dieses Stosses von Schönberg a. Ka. 
in nordwestlicher Eichtung jenseits Bad Elster und Oelsnitz 
vorbei über Plauen nach Jocketa, — die Nordgrenze von hier 
südlich von Eeichenbach und Kirch berg vorüber, — die Süd- 
grenze von Schönberg auf Bleistadt zu. Jedoch lässt die Intensität, 
mit welcher sich die Erschütterung an der Mehrzahl der nahe 
dieser Umgrenzung liegenden Orte kundgab, darauf schliessen, 
dass sich das Beben noch über dieselbe nach S, W und N hinaus 
erstreckte, aber hier wegen seines geringen Stärkegrades von der 
im Schlafe liegenden Bevölkerung nicht bemerkt wurde. Diese 
Wahrscheinlichkeit wird dadurch erhärtet, dass jenseits der Ost- 
grenze des Hauptschütterareals aus einer wenn auch kleinen 
Anzahl von weit nach und NO vorgeschobenen Orten Be- 
obachtungen vorliegen, welche das zu erwartende allmähliche 
Ausklingen des Bebens in diesen Eichtungen verfolgen lassen. 
Ganz analog werden die Verhältnisse in der übrigen peripherischen 
Zone des Schüttergebietes liegen. In der That hatten sich nach 
NW zu, so in Plauen und Jocketa, die seismischen Wirkungen 
bereits derart abgeschwächt, dass dieser Landstrich schon der 
Eegion sehr geringer Schütterstärke zuzurechnen ist. Bis auf 
einige derartige randliche Streifen giebt demnach das auf Tafel II 
mit einheitlichem Farbtone bedeckte Terrain nur das Hauptschütter- 
gebiet des Erdstosses wieder. 

Die nord-südliche Längsachse dieser elliptischen Fläche misst 
etwa 45 km. Letztere umfasst die Städte Lengenfeld, Treuen, 
Auerbach, Schönhaide, Falkenstein, Plauen, Oelsnitz, Adorf, Mark- 
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neukirchen, Graslitz und Bleistadt, ferner Bad Elster und die 
zwischengelegenen Gelände und Ortschaften, im äussersten Süden 
aber auch die Gegend von Brambach und Schönberg a. Ka. 

Dieses Erschütterungsareal auf Grund der wenn auch sehr 
zahlreich eingegangenen Berichte in Gebiete grösster oder etwas 
geringerer Schütterstärke zu gliedern, erwies sich als unthunlich, 
weil der Maassstab, den die Beobachter an letztere legen, ein 
individuell verschiedener ist und die Folgeerscheinungen eines 
Bebens ebenfalls keine scharfen Kriterien zur Unterscheidung nahe- 
stehender Schütterstärken abgeben. 

So lässt sich denn nur soviel feststellen, dass sich die 
Wirkungen des Erdstosses vom 7. Juli früh h. 3.16 an zahlreichen, 
regellos in dem ganzen oben und auf der Karte Tafel II um- 
schriebenen Gebiete zerstreuten Orten wie folgt äusserten: Häuser 
erzittern, Fenster und Oefen klirren, offne Thüren schwingen, 
Hängelampen und Ampeln pendeln, Küchengeräthschaften und 
Gläser klappern, hier und da knistern die Wände und bleibt eine 
Pendeluhr stehen, Schlafende werden durch den plötzlichen Stoss 
oder durch Hin- und Herrütteln geweckt. Auf Grund dieser 
seiner Wirkungen auf Menschen und deren Wohnstätten darf 
man dem Stosse den Stärkegrad 5 zuertheilen. So kräftig und 
selbst beängstigend derselbe sich auch äusserte, so erreichte 
er doch die Intensität der Hauptstösse des vogtländischen Erd- 
bebens im October und November des Jahres 1897 mit einem 
Stärkegrad von 6 — 7 bei weitem nicht. 

Viel schwächer waren diejenigen Erdbebenerscheinungen, 
über die (wie S. 161 bemerkt) von einigen ausserhalb des ge- 
schlossenen Schüttergebietes und zwar im N, NO und O des- 
selben gelegenen Orten Berichte einliefen. Die seismischen 
Wirkungen waren hier so geringfügig, dass sie der allgemeinen 
Aufmerksamkeit entgingen und nur von Wenigen bei zufaUiger 
Gunst der Verhältnisse wahrgenommen wurden. So beobachtete 
man in Johanngeorgenstadt eine schwache wellenförmige 
Erbebung mit unterirdischem Bollen, in Neudeck starkes, dumpfes 
Donnerrollen, in Crottendorf und Neudorf eine schwache 
Erschütterung nebst hohlem Rollen, in Annaberg eine schwach 
rüttelnde, zitternde Bewegung verbunden mit rollendem Geräusch. 
Letztere Stadt liegt in 45 km nordöstlicher Entfernung von 
Graslitz und gehört der äussersten makroseismischen Wirkungs- 
sphäre des Erdstosses an. Wollte man für die übrige peripherische 
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Ausdehnung der letzteren gleiche Maasse zulassen, so würde sich 
die randliche, schwächste Erschütterungszone nach Westen bis 
jenseits Hof, nach Norden bis nach Zwickau erstrecken, von wo 
jedoch keinerlei Beobachtungen vorliegen. 

Gelingt es nach dem oben Gesagten nicht, mit den zu 
Gebote stehenden Mitteln in dem geschlossenen Sclmttergebiete 
ein pleistoseismisches Areal von einem solchen etwas geringerer 
Schütterstärke abzugrenzen, so muss doch die Gegend von Graslitz- 
Untersachsenberg auch diesmal als dessen Epicentmm angesprochen 
werden. Ausser durch die dortige Intensität des Stosses selbst 
wird dies dadurch erhärtet, dass dieselbe von Beginn der Erdbeben- 
periode an der Ausgangspunkt wohl sämmtlicher Erschütterungen 
des östlichen und nördlichen Vogtlandes gewesen ist und dass 
auch die hierselbst im Laufe des 7., 8. und 9. Juli noch auf 
den letzten Hauptstoss folgenden schwachen Stösse sich sämmtlich 
auf Graslitz und seinen nächsten Umkreis beschränken. Und 
zwar finden hier solche am 7. Juli statt: 

Mittags h. 12.1 1 
pm. h. 2,16 
h. 7.21 
h. 8.30 und 

n. 10.35 

Ferner ebenfalls in Graslitz am 

8. Juli. 

am. h. 7.22 

h. 8.24 und h. 8.36 

h. 11.03 
pm. h. 5.51 

h. 1 1 . 1 o, sowie am 

9. Juli. 
Mittags h. 12.04 

pm. h. 5.05; endlich nach ein und einhalbtägiger Pause am 

11. Juli. 

am. h. 5.05 kurzes Rollen, schwacher Stoss. 



Mit diesen sich abschwächenden und immer seltener werdenden 
Zuckungen erlischt der erste Schwärm der sommerlichen Erd- 
bebenperiode und zwar an derjenigen Stelle, von der seine Vor- 
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boten, seine ersten schwächeren und späteren stärkeren Stösse, 
die kräftige Erschütterung vom 4. Juli Nachts h. 10.31 und das 
noch über die Grenzen des Vogtlandes hinausgreifende Beben 
vom 7. Juli früh h. 3.16 ausgegangen waren. 

Der zeitweilig in Mitwirkung gezogene, sonst selbständige 
Erdbebenheerd von Brambach ist bereits vorher zu makroseismischer 
Ruhe gelangt. 



Der zweite Erdbebeuschwarm vom 18. Juli bis 

zum 21. August. 

Hierzu Tafel III und IV. 

Erst nach fast siebentägiger Pause beginnen sich im Laufe 
des 18. Juli seismische Erscheinungen und zwar an beiden 20 km 
weit von einander entfernten Centren von Neuem zu bethätigen 
(vergl. Tafel in). 

18. Juli. 

Eingeleitet werden dieselben im Graslitzer Epicentrum durch 
unterirdische Geräusche, welchen im Verlaufe des Tages folgen: 

am. h. 3.48 und 

pm. h. 3.45 je ein schwacher Stoss in der Gegend von Graslitz- 

Zwota; 
h. 9.45 Stoss in Graslitz und Eibenberg, in Markneukirchen 

als Donnerrollen ausklingend; 
h. 10 schwacher Stoss in Graslitz-Zwota; 
h. 10.30 stärkerer Stoss in Graslitz, Untersachsenberg, Zwota. 

Unterirdisches Rollen begleitet nicht nur diese Erschütterungen, 
sondern stellt sich auch wiederholt selbständig zwischen den 
letzteren ein. 

Unabhängig von diesen Stössen, die alle nur einen ganz 
beschränkten Schütterkreis haben, beginnen am Nachmittage des 
18. Juli auch wieder in dem Brambach er Epicentrum Er- 
bebungen und zwar: 

pm. h. 1.55 und 

h. 3 schwache Stösse, dann 

h. 10.40 ein stärkerer Stoss. 
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19. Juli. 

Im Verlaufe der Nacht mehren sich die Erschütterungen im 
Graslitzer Gebiete, beschränken sich aber entweder auf die 
nächste Umgebung der Stadt Graslitz oder erstrecken sich bloss 
bis zu den Orten Klingenthal, Untersachsenberg, Zwota und 
machen sich nur ausnahmsweise bis nach Markneukirchen, hier 
zuweilen selbst nur als unterirdisches Dröhnen und Donnern be- 
merklich. Derartige meist recht schwache , seltener etwas ener- 
gischere Stösse wurden registrirt: 

am. h. 12.30 am. h. 

h. 12.45 
h. 1.10 

h. 1-35 

h. 1.37 pm. 

h. 1.45 

h. 2 

h. 2.25 

h. 2.30 

h. 3.15 

h. 3.30 h. 10.40 

h. 3-35 

Die Brambacher Gegend wird betroffen: 
am. h. 12.35 von einem recht kräftigen Stoss, welcher die Häuser 

erzittern und Gläser und Geräthschaften erklirren 
macht, und 
h- 3-°5 von mehreren schwachen Stössen. 

20. Juli. 

Einige geringfügige Erschütterungen wiederholen sich in 
Graslitz und Umgebung kurz nach Mitternacht, nämlich 

am. h. 12.18 
h. 12.28 
h. 1.10, 
um dann von den frühesten Morgenstunden des 20. Juli an einer 
zeitweiligen Ruhe Platz zu machen. 

21. bis 24. Juli. 

Diese Ruhepause setzt sich während des 21. und 22. bis 
zum Nachmittage des 23. Juli fort, wo 



h. 


340 


h. 


3.52 


h. 


6.03 


h. 


6.20 


h. 


1.17 


h. 


1.42 


h. 


1.44 


h. 


2.32 


h. 


2.34 


h. 


3S8 
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pm. h. 3.40 in Graslitz ein ziemlich energischer Doppelstoss er- 
folgt, der sich auch in Eibenberg, Klingenthal, Unter- 
sachsenberg und Brunndöbra, ja noch in Kottenhaide 
recht kräftig äussert. 
Die nächsten Unterbrechungen der seismischen Buhe finden 
im Graslitzer Gebiete in den ersten Morgenstunden des 24. Juli 
statt, wo sich 

am. h. 12.35 i n Klingenthal, Graslitz und Eibenberg; 
h. 2.30 in Markneukirchen, ferner 

h. 3.03» — h. 3.28, — h. 3.34 und h. 3.45 in Graslitz 
schwächere Stösse ereignen. 

Im Bramb acher Epicentrum offenbart sich die Fortdauer 
der seismischen Thätigkeit 

am 21. Juli pm. h. 1 1 durch 2 schwache Stösse und 
am 2^. Juli pm. h. 3.35 durch einen kräftigen Stoss, der Bram- 

bach und seine Nachbarorte erschüttert. 

25. Juli. 

Auch während dieses Tages erhält sich die Wirksamkeit 
beider Erdbebencentren noch getrennt und bleibt durch weite 
neutrale Strecken geschieden. So finden in Brambach, Bären- 
dorf und Schönberg schwache Erschütterungen statt: 

am. h. 2.25 
pm. h. 7.15 und 
h. 7.30 

Aus dem östlichen Schüttergebiete hingegen werden 
Erdstösse gemeldet: 
am. h. 2.03 aus Graslitz; 

h. 2.J5 bis h. 2.20 aus Klingenthal, Arnoldsgrün, Tirpers- 
dorf und Auerbach; 

h. 3 aus Graslitz; 
pm. h. 7.20 aus Markneukirchen; 

h. 7.30 aus Graslitz und Eibenberg. 

Nun aber erfolgt 

pm. h. 7.40 

der heftigste Stoss der ganzen Erdbebenperiode und zwar 
augenscheinlich von den zwei seismischen Centren des Vogtlandes 
aus so energisch, dass beide Schüttergebiete wiederum in eines 
verfliessen. Dasselbe deckt zwar kaum ein grösseres, sondern 
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fast das nämliche Areal, wie dasjenige des etwas schwächeren 
Bebens vom 7. Juli, jedoch äusserte sich innerhalb desselben die 
Wirkung des Stosses örtlich viel intensiver. 

In Graslitz hebt und senkt sich der Boden kurz wellen- 
förmig, im Gehen begriffene Bewohner wanken, Fenster zittern, 
geschlossene Thüren rütteln, hier und dort fallen Flaschen um, 
Bilder an den Wänden bewegen sich, Oefen knacken und wackeln, 
Geschirr klirrt, hier und dort bleibt eine Pendeluhr stehen, ein 
bis 15 Sekunden andauerndes unterirdisches Donnerrollen geht 
der Erschütterung voran und folgt ihr. Das Beben muss dem- 
nach in Graslitz fast den Stärkegrad 6 erreicht haben« 

Auch in Untersachsenberg erbeben die Häuser in ihren 
Grundfesten und in Markneukirchen war die Erschütterung 
eine so heftige, dass viele Bewohner die Häuser verliessen und 
sich auf den Strassen Gruppen geängstigter Menschen bildeten. 

Ebenso wird aus zahlreichen anderen Ortschaften selbst 
nahe der Peripherie des Schüttergebietes über einen sehr heftigen, 
von langandauerndem Rollen begleiteten Stoss und seine energischen 
Wirkungen berichtet, wenn dieselben auch nirgends mehr den 
nämlichen Stärkegrad erreichen, wie an den ebengenannten 
pleistoseismischen Stellen. 

Die Grenze dieses Schüttergebietes (vergl. Tafel IV) würde 
auf Grund der erfolgten Berichterstattung zu ziehen sein östlich 
von Graslitz über Rautenkranz nach Norden, dann im Halbkreis 
südlich an Reichenbach vorbei nach Plauen, von hier in südlicher 
Richtung über Asch nach Schönberg a. Ka. und von da zurück 
nach Graslitz. Dass von ausserhalb dieser Umgrenzung keine 
Nachrichten über etwaige Erbebungen eingegangen sind, dürfte 
auch in diesem Falle auf die Geringfügigkeit der dortigen Boden- 
bewegung durch das randlich verklingende Beben zurückzuführen 
sein. Die kartographische Darstellung auf Tafel IV giebt dem- 
nach ähnlich wie die Kärtchen der vorigen Beben nur die Ver- 
breitung der Erschütterung höherer Stärkegrade wieder. 

Im Karlsbad-Falkenauer Becken hat sich keine einzige 
der diesjährigen Erbebungen des Vogtlandes, selbst nicht deren 
heftigste vom 25. Juli, bemerklich gemacht (Ref. Herr Stadt- 
geolog Knett in Karlsbad). Diese Teile des angrenzenden Böhmens, 
welche von den Hauptstössen des Erdbebens im Oktober und 
November 1897 noch recht intensiv betroffen wurden, liegen 
demnach diesmal ausserhalb des Schüttergebietes. 
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Nach dem gewaltigen Stosse von h. 7.40 erfolgt 
pm. h. 8.10 in Graslitz ein mittelstarker Stoss, der sich noch in 

Markneukirchen recht kräftig bemerkbar macht, ferner 

h. 8.15, — h. 8.30 und h. 8.45 in Graslitz starkes Rollen 
mit schwachem Stoss; endlich werden 

h. 10.05 aus Erlbach bei Markneukirchen, 

h. 10.29 aus Graslitz und Eibenberg, 

h. 10.30 aus Graslitz, Markneukirchen und Arnoldsgrün 

h. 10.31, — h. 10.33 und 10.35 »us Graslitz 

h. 1 1 aus Markneukirchen 
schwächere, stets mit unterirdischem Bollen verbundene Stösse 
gemeldet. Dann aber wiederholt sich 

pm. h. 11.05 
ein Stoss, der an Kraft demjenigen von h. 7.40 nur wenig nach- 
steht, dessen räumliche Ausbreitung jedoch nach Westen und 
Norden zu die des letzteren nicht ganz erreicht, so dass er in 
den Städten Plauen und Lengenfeld nicht mehr beobachtet wird. 
Dahingegen genügte seine Intensität noch, um in Rautenkranz- 
Morgenröthe, also an der Nordostgrenze seines makroseismisch 
festlegbaren Schüttergebietes, die einige Tage vorher vom Blitze 
getroffene hohe Esse der dortigen MÄRKER'schen Tuchfabrik zum 
Einstürze zu bringen. 

Auffällig könnte es erscheinen, dass diese Erschütterung in 
der im äussersten SO gelegenen Stadt Asch „so stark war, wie 
seit Menschengedenken nicht". Vielfach fiel dort Mörtel von den 
Wänden, Gypsfiguren stürzten von den Simsen, Uhren blieben 
stehen, Leute sprangen aus den Betten, andre liefen beängstigt 
auf die Strasse. Auch in dem nahen Brambach und Schön- 
berg a. Ka. äusserte sich dieser Stoss ziemlich heftig. Aus der 
energischen Wirksamkeit desselben an den genannten Orten wird 
offenbar, dass gleichzeitig mit dem nordöstlichen auch das südliche 
Centrum des Vogtlandes (vgl. Tafel III) in Thätigkeit getreten 
ist. Ob letzteres selbständig geschah, oder ob der Impuls hierzu 
von dem Graslitzer Stoss ausging, lässt sich nicht entscheiden. 

Mit einem mittelstarken Stosse pm. h. 1 1.47 enden in Graslitz 
die seismischen Ereignisse des 25. Juli. 

26. Juli. 

Erschütterungen schwächeren Grades wiederholen sich in 
den ersten Morgenstunden des 26. Juli und zwar besonders im 
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Graslitz-Untersachsenberger Rayon, aber auch unabhängig hiervon 
an einigen isolirten Orten des Schüttergebietes der früheren 
Hauptstösse. So erfolgt: 
am. h. 12. 01 in Graslitz und Eibenberg, 

h. 12.21 in Graslitz, Untersachsenberg und Tirpersdorf, 
h. 12.56 in Graslitz, Eibenberg, Brunndobra und Markneu- 
kirchen ein Stoss. Ebenso in Arnsgrün bei Adorf 
und in Auerbach, beide von Graslitz 20 km entfernt, 
h. 1.15 in Untersachsenberg und Tirpersdorf ein schwacher 

Stoss, 
h. 1.24 in Graslitz und Eibenberg ein stärkerer Stoss, 
h. 1.40 in Markneukirchen Rollen und sehr schwache Er- 
schütterung; 
h. 2 ebenso in Reumtengrün, 
h. 3.30 in Johanngeorgenstadt ein sehr deutlich fühlbarer Stoss. 

Auch innerhalb des Brambacher Schüttergebietes 
äussern sich 
am. h. 1.20 in Brambach, Schönberg und Asch mehrere Stösse. 

Von nun an nimmt die seismische Thätigkeit an Energie 
stetig ab und giebt sich im Laufe des 26. Juli nur noch durch 
lokales unterirdisches Donnerrollen kund, so 
pm. h. 1.2 1 und h. 1.43 in Graslitz, 

h. 8 und 

h. 1 1 in Markneukirchen. 

Die gleiche Tendenz offenbart sich in dem hierdurch bereits 
eingeleiteten letzten Abschnitte der gesammten Erdbebenperiode. 
Immer seltener und bis auf wenige heftigere Aufzuckungen auch 
schwächer werden die Bodenbewegungen, — die Lösung der 
seismischen Spannungen in dem Graslitz-Untersachsenberger und 
in dem Brambacher Erdbebenheerde erfolgt nicht mehr, wie bei 
den Hauptstössen der vorhergegangenen pleistoseismischen Abschnitte 
gleichzeitig, — ihre Schütterkreise bleiben getrennt, — von diesen 
hat auch jetzt noch derjenige von Graslitz die bei weitem grösste 
Ausdehnung. Diese schliesslich bis zum Erlöschen führende Ver- 
minderung der seismischen Thätigkeit nimmt in dem Zeiträume 
bis zum 2 1 . August folgenden Verlauf: 

27. Juli. 

am. h. 1.24 mittelstarker Stoss in Graslitz, 

h. 2 Rollen und leichte Erschütterung in Markneukirchen; 

Math.-phys. Classe 1900. 14 
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h. 4 schwacher, 

h. 6.14 schwacher Stoss in Graslitz, der letztere auch in 
Falkenstein fühlbar. 

Unterirdisches Rollen macht sich hörbar in Graslitz: am. 
o. 3-5 2 > — h. 3.58, — h. 6.10, — pm. h. 8.25, — h. 8.27, 
— h. 8.30, — h. 8.50, — h. 9.54, ferner in Markneukirchen 
h. 11.58. 

28. Juli. 
In Graslitz am. h. 7, 

pm. h. 2, 

h. 5.6 schwache Stösse und 
pm. h. 5.05, — h. 8.10, — h. 8.36, — h. 10.50, 
— h. 11.53 unterirdisches Rollen. 
Ausserdem wird in Markneukirchen am. h. 12.5 und in 
Rebesgrün bei Auerbach pm. h. 5.1 ein massiger Stoss gefühlt. 

Im Brambacher Schüttergebiete. 
am. h. 8.5 ein schwacher, 
pm. h. 5 ein ziemlich kräftiger, 
h. n.55 em schwacher Stoss. 

29. Juli. 

In Graslitz am. h. 12.6 zwei schwache Erschütterungen, 

h. 12.15 und 
pm. h. 3.30 je ein schwacher Stoss 
h. 1 1 mehrere schwache Stösse. 
Ferner von Nachts h. 12.6 bis h. 12.45 si cn m ft 2 — 3 
Minuten Unterbrechung wiederholendes, entfernt klingendes Rollen, 
ebensolches am. h. 9.03 und h. 11.58. 

In Markneukirchen findet Nachts h. 1 1-5§ ein ziemlich 
kräftiger Erdstoss statt. 

Im Brambacher Schüttergebiet 
am. h. 9 ein stärkerer, 
pm. h. 12.30 und 

h. 1.30 je ein schwacher Stoss. 

30. Juli. 

In Graslitz am. h. 12.15 Rollen, 

h. 12.33 und 
h. 3.36 schwacher Stoss. 
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h. 7.15 und 
h. 8.27 stärkerer Stoss, 
h. 8.35, 
h. 8.39 und 
h. 8.50 schwache Stösse 
h. 9 und 
h. 9.03 Rollen, 
h. 10.13 und 
h. 11.29 stärkere Stösse, 
pm. h. 5 Bollen, 

h. 10.30 schwacher Stoss. 
In Markneukirchen am. h. 8.15 schwacher Stoss, 

h. 10 und 
h. 1 1 dumpfes Bollen, 
pm. h. 7.30 schwacher Stoss. 
In Bautenkranz am. h. 10.5 ziemlich starker Stoss. 

Im Brambacher Schüttergebrete 

am. h. 6 zwei schwache, rasch aufeinander folgende Stösse, 
h. 1 1.5 ein stärkerer, in den Häusern, wie im Freien fühlbarer 
Stoss. 

31. Juli. 

In Graslitz pm. h. 3.40 schwacher Stoss. 

Unterirdisches Bollen am. h. 1.40, — h. 1.55, — pm. h. 5. 
In Grünbach bei Falkenstein pm. h. 7.30 ein recht kräftiger 

Stoss. 

Im Brambacher Schüttergebiete 
am. h. 10 zwei schwache Stösse. 

1. August. 

Während bis zum Nachmittage des 1. August nur eine 
geringe Erschütterung am. h. 8 in Markneukirchen und zwei 
schwache Stösse pm. h. 2 in Bad Elster zu verzeichnen sind, 
beginnt sich die seismische Energie in den Abendstunden wiederum 1 
etwas zu beleben, wie die folgenden Meldungen zeigen. 

pm. h. 7.50 zwei ziemlich starke Stösse in Untersachsenberg; 
h. 8.45 ein Stoss, der sich in Graslitz, Erlbach, Markneu- 
kirchen, Adorf, Arnsgrün, Falkenstein und Grünbach, 

U* 
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also an einigen über einen grossen Theil des Vogt- 
landes sporadisch verstreuten Orten und zwar z. Tb. 
recht kräftig bemerkbar macht; 
pm. h. 8.53 ein Stoss von fast gleicher Stärke und Ausbreitung; 
h. 11.54 unterirdisches Bollen in Graslitz. 

Im Brambacher Schüttergebiete 
erfolgen abends h. 8.50 zwei ziemlich starke Stösse. 

2* August. 

Die am vorigen Abend begonnene Kräftigung der seismischen 
Thätigkeit nimmt zu: 
am. h. 12.25 starkes Bollen und schwacher Stoss in Graslitz, 

h. 2.45 schwache Erschütterung in Markneukirchen; 

h. 3.50 ein kräftiger Stoss in Graslitz, Untersachsenberg, 
Klingenthal, Markneukirchen, Falkenstein, Grünbach, 
Bad Elster, also mit fast dem nämlichen Schütter- 
gebiete, wie die beiden Stösse des vorigen Abends 
und zwar selbst noch an peripherisch gelegenen 
Orten (Bad Elster, Falkenstein) vom Stärkegrad 4; 

h. 4, — h. 4.02, — h. 4.04 Bollen in Graslitz; 

h. 6.04 ziemlich kräftige Erschütterung in Graslitz, Klingen- 
thal, Erlbach, Adorf und Arnsgrün, also ebenfalls 
von grösserer Ausdehnung. 
prn. h. 2.06 und h. 2.16 Bollen in Graslitz, 

h. 2.24 stärkerer Stoss in Graslitz, Untersachsenberg, Mark- 
neukirchen, Erlbach, Bad Elster und in dem weit 
nördlich bei Auerbach gelegenen Bebesgrün; 

h. 2.35 ziemlich starker Stoss in Untersachsenberg; 

h. 3.36 schwächerer Stoss in Adorf, 

h. 5.55 ein solcher in Markneukirchen und Klingenthal. 

3. August. 

Die schon am Abend des 2. August eingetretene verhältniss- 
mässige Buhe hält auch am folgenden Tage an, und wird bloss 
durch sich einige Male in Graslitz hörbar machendes unterirdisches 
Bollen unterbrochen. 

Nur aus dem Brambacher Schüttergebiete wird von 
Abends h. 7.25 ein kräftiger Stoss gemeldet. 
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4. August. 

Gleiches gilt vom 4. August, wo zwar in Graslitz und 
Markneukirchen wiederholt unterirdische Geräusche, aber nur 
Abends h. 7.50 in Markneukirchen eine schwache Erschütterung 
und h. 9.56 in Graslitz und Rebesgrün bei Auerbach etwas 
kräftigere Stösse wahrgenommen werden. 

Am 5. August 

herrscht vollkommene makroseismische Buhe. 

An 6. August 

hebt in Graslitz und Markneukirchen das unterirdische Donner- 
rollen von Neuem an und wächst an letztgenanntem Orte Nach» 
mittags h. 1.10 zu leichten Erschütterungen des Bodens an. 

7. August. 

Während des ganzen Tages dauern die gleichen Erscheinungen 
fort, nur steigert "sich die Zahl der Erbebungen. So erfolgen: 
am. h. 9.40, 
pm. h. 1.14 und 

h. 1.16 in Graslitz recht fühlbare Stösse. Auffälliger 
Weise wird Adorf und seine Umgebung gleichzeitig von einem 
so starken Stösse betroffen, dass die Möbel in den Zimmern 
wanken und die Fenster erklirren. Zu ungefähr derselben Zeit 
wird Eautenkranz im äussersten NW des vogtländischen 
Schüttergebietes von einer Erschütterung betroffen. 

Auch die Gegend von Brambach erleidet Vormittags h. 11 
und Nachmittags h. 1.15 je einen Stoss, deren erster sich trotz 
des dort gerade herrschenden Verkehrs allgemein fühlbar macht. 

Am 8. und 9. August 

finden fast nirgends im Vogtlande Erschütterungen, nur wieder- 
holte, namentlich in den ersten Morgenstunden lang andauernde, 
unterirdische Geräusche statt, von denen nur einige wenige mit 
geringen Erbebungen verbunden sind, so am 8. August früh 
zwischen h. 3 und h. 340 in Adorf, ferner Abends h. 11. 10 in 
Markneukirchen, endlich am 9. August Abends h. 6.24 in 

Graslitz. 

Am 10. August 

herrscht der gleiche Zustand: mehrfaches Rollen und einige 
schwache Stösse in Graslitz, letztere pm. h. 12.1 und h. 4.30. 
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Am 11. August 

äussern sich im Brambacher Epiccntrum die letzten Zeichen 
dieser Erdbebenperiode in 3 leichten Stössen am. h. 2.30, 

h. 4 und 

h. 7.30. 
Kaum kräftiger offenbart sich die seismische Unruhe in 
Graslitz und Markneukirchen durch öfteres Bollen, ausserdem in 
Graslitz noch durch zwei schwache Stösse am. h. 12.54 und 
h. 2.45. Während sich deren letzterer in Markneukirchen nur 
als starkes Donnern kundgiebt, wird gleichzeitig in der weit 
nach N vorgeschobenen Gegend von Falkenstein und Auerbach 
ein ziemlich starker Stoss empfunden. 

Am 12. August 

flackert die seismische Kraft noch einmal und zwar ganz sporadisch 
innerhalb des vogtländischen Erschütterungsgebietes zu einigen 
lokalen, aber recht kräftigen Stössen auf, so 
am. h. 6. 1 3 in Graslitz, Markneukirchen, Falkenstein und Rauten- 

kranz, 
h. 6.47 in Graslitz, 
pm. h. 5.55 in Graslitz und Bautenkranz und scheint mit ihnen zu 

erlöschen. Thatsächlich aber ist dies noch nicht der Fall. 

Denn nachdem sie am 1 3. August geruht, wird zunächst 

am 14. August 

früh h. 12.23 Graslitz noch von einem mittelstarken Stosse be- 
troffen. Auch 

am 15. August 

ertönt dort selbst Nachts h. 2.05 ein lautes Rollen. 

Am 16. August 

wiederholt sich ein derartiges unterirdisches Geräusch in Mark- 
neukirchen. 

Endlich nach fast fünftägiger Pause macht sich 

am 21. August 

früh h. 5.15 ebendort, also in Markneukirchen, nochmals ein 
solches vernehmbar, diesmal aber verbunden mit einer schwachen 
Erschütterung des Bodens. 

Mit ihr verklingt auch der zweite der vogtländischen Erd- 
bebenschwärme des Sommers 1900. 
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Zusammenfassender Rückblick und tabellarische Uebersicht über den 
t Verlauf des vogtländischen Erdbebens im Juli nnd August 190Ü. 

Nachdem das als chronisches Schüttergebiet bekannte Vogt- 
land und die ihm angrenzenden Landstrecken bereits .während 
des Herbstes 1897 von einem 37tägigen Erdbeben betroffen 
worden waren, vollzog sich dortselbst im Sommer des Jahres 1 900 
eine Schütterperiode von noch längerer Dauer, indem sie am 
1. Juli einsetzte und erst am 21. August zum Abschlüsse 
gelangte. 

Wenn somit auch ihre Zeitdauer eine beträchtlich grössere 
war, so erreichte doch keiner ihrer Stösse die maximale Schütter- 
stärke des erstgenannten Bebens. In Folge davon bleibt auch 
die Ausdehnung ihres Wirkungskreises weit hinter dessen Umfang 
im Jahre 1897 zurück. Erstreckte sich derselbe damals bis ins 
Egerland, den Kaiserwald, das Tepler Hochland, den Böhmer 
Wald und das Fichtelgebirge , go erreichen die makroseismischen 
Wellen des neuesten Erdbebens nach Süden und Westen zu 
nirgends das Thal der Eger und der Saale, oder im Norden und 
Nordosten die Gegend von Zwickau und Freiberg, tönten vielmehr 
im Umkreise des Vogtlandes aus und machten sich nur in einem 
Falle bis in die Umgegend von Annaberg bemerklich. 

Die 52tägige Schütterperiode des Sommers 1900 setzt 
sich aus 2, durch eine makroseismische Unterbrechung von fast 
7 Tagen getrennten Erdbebenschwärmen von sehr verschie- 
dener Dauer zusammen. 

Der erste und kürzere derselben hebt am 1. Juli an und 
erlischt am 11. Juli, — die Erschütterungen des zweiten 
Schwarmes hingegen beginnen am 18. Juli und setzen sich mit 
z. Th. längeren Intervallen bis zum 21. August fort. 

Jeder dieser beiden Erdbebenschwärme vollzieht sich im 
Allgemeinen wie folgt: Unterirdisches Donnern und Rollen leitet 
dieselben ein, dann erfolgen während mehrerer Tage zunächst 
einige wenige, später zahlreichere, abwechselnd schwache und 
stärkere Stösse, sowie unterirdische Geräusche, bis sie in einem 
oder zwei Hauptstössen eulminiren. Nach diesen beginnt eine 
mehr oder weniger rasche, manchmal durch kürzeres Wieder- 
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aufflackern unterbrochene Abnahme der Erbebungen. Die Zeit- 
zwischenräume zwischen letzteren werden grösser, tagelang tritt 
makroseismische Buhe ein, bis sich nach einem letzten mit schwacher 
Erschütterung verbundenen unterirdischen Donnerrollen der Ruhe- 
zustand wieder einstellt. 

In beiden Erdbebenschwärmen kommt demnach ein auf- und 
abzuckendes Crescendo, ein Maximum und ein sprungweises 
Decrescendo der seismischen Fibrationen zum Ausdrucke. 

Zu der zeitlichen Länge dieser 2 Schwärme steht die Dauer 
des pleistoseismischen Zustandes in geradem Verhältnisse. Die 
Erbebungen des ersten kürzeren Abschnittes gipfeln in einem 
einzigen Hauptstosse, — diejenigen des zweiten, dreimal so 
langen Schwarmes hingegen in 2 fast gleichstarken Hauptstossen, 
deren 3% stündiges Intervall durch einen mittelstarken und 10 
schwächere Stösse ausgefüllt wird. 

Die Einzelstösse dieser Schwärme gehen von zwei Heerden 
aus, die durch etwa 20 km Entfernung von einander getrennt 
sind. Das Epicentrum des wirksamsten derselben ist die Gegend 
Graslitz-Eibenberg-Untersachsenberg im Südosten des 
Vogtlandes, welche bereits der Ausgangsort der Hauptstosse des 
sächsisch -böhmischen Erdbebens im Herbste 1897 war. Der 
zweite selbständige, wenn auch weniger energische Stosspunkt 
liegt in der äussersten Südspitze des Vogtlandes und zwar in 
dem Landstriche zwischen Brambach-Schönberg und Asch, 
welcher sich durch zahlreiche frühere Lokalbeben, sowie, und zwar 
namentlich am 17. November, durch seine Mitwirkung an dem 
grossen Erdbeben des Jahres 1897 bereits als chronisches Schütter- 
gebiet bewährt hat. Vom Graslitz-Untersachsenberger Centrum 
gehen die bei Weitem meisten und die stärksten Stösse aus, um 
sich von dort über das ganze Vogtland und angrenzende Areale 
auszubreiten, — die seismischen Wirkungen des Brambacher Heerdes 
hingegen sind weniger zahlreich und erstrecken sich auch nicht 
über das südlichste Vogtland hinaus. 

Beide Erdbebenheerde pflegten bisher, abgesehen von dem 
grossen Erdbeben im Herbste 1897, unabhängig von einander 
in Thätigkeit zu treten, wie dies durch die beträchtliche Zahl 
der in den letzten 20 Jahren beobachteten Brambacher Lokal- 
beben illustrirt wird, während deren im übrigen Vogtlande und 
insbesondere bei Graslitz vollkommene Buhe herrschte. In der 
seismischen Periode des Sommers 1900 hingegen behauptet sich 
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diese gegenseitige Unabhängigkeit nur so lange, als das Graslitz- 
Untersachsenberger Centrum Stösse geringerer Stärkegrade und 
somit auch geringerer Ausbreitung erzeugt. In solchen Stadien 
der Schütterperiode herrscht eine zeitliche Oebereinstimmung 
zwischen den Einzelstössen der beiden Epicentralgebiete nicht. 
Sobald jedoch die Graslitzer Stösse ihre grösste Energie und 
Schüttersphäre erlangen, ziehen sie auch das Brambacher Centrum 
in Mitleidenschaft, indem sie augenscheinlich die hier vorhandene 
seismische Disposition zur Auslösung bringen. In diesem Falle 
verfliessen also die beiderseitigen Schüttergebiete zu einem, um 
sich später wieder zu trennen und separat zu halten. 

Auf ähnliche Vorgänge scheint die Thatsache zurückzu- 
führen zu sein, dass sich im Verlaufe der Erdbebenperiode 
innerhalb der Schüttergebiete der Hauptstösse beider Schwärme 
nicht selten an ganz sporadischen, z. Th. peripherisch gelegenen 
Punkten räumlich ganz unabhängig vom Epicentrum Stösse und 
unterirdische Geräusche bemerklich machen. Augenscheinlich 
genügte die im vogtländischen Schütterareale während der ganzen 
Erdbebenperiode herrschende seismische Unruhe, um an tektonisch 
praedisponirten Stellen des von einer Unzahl von Brüchen und 
Verwerfungen zerstückelten Vogtlandes unterirdische Lagenver- 
änderungen zu bewirken, welche jene lokalen Erschütterungen 
erzeugten, die dann als „Relaisbeben" aufzufassen sein würden. 

Den Verlauf der gesammten Schütterperiode in allen ihren 
soeben hervorgehobenen Einzelzügen bringt die umstehende tabel- 
larische Uebersicht zur Anschauung. 



Druckfertig erklärt 17. XII. 1900.] 



INHALT. 



Seite 

Hermann Credner, Die vogtländischen Erdbebenschw&rme während 

des Juli und des August 1900 153 



t)mok von B G Teubnet in Leiptig. 



I 






BERICHTE 



ÜBER DIE 



VERHANDLUNGEN 



DER KÖNIGLICH SÄCHSISCHEN 



GESELLSCHAFT DER WISSENSCHAFTEN 



ZU LEIPZIG 



MATHEMATISCH -PHYSISCHE CLASSE. 



ZWEIÜNDPÜNFZIGSTER BAND. 



1900. 



VII. 



LEIPZIG 

BEI B. G. TEUBNER. 
1900. 



Einzelpreis 1 Mark 50 Pfg. 



SITZUNG VOM 3. DEZEMBER 1900. 

Vorträge hielten: 
Herr Ad. Mayer, o. M.: Vorlegung einer Abhandlung von Herrn 

E. v. Weber in München: „Liniengeometrie und PFApr'sche Systeme". 
Herr Otto Holder, o. M.: Vorlegung einer Abhandlung von Herrn 

Gerhard Kowalewski in Leipzig: „Einige Bemerkungen zur Theorie 

der stetigen Functionen einer reellen Veränderlichen". 
Herr Friedrich Engel, o. M. : „Ueber ein neues, dem linearen Komplex 

analoges Gebilde. 2. Mittheilung u . 

E. v. Weber: Liniengeometrie wnd PFAFF'sche Systeme. (In 
der Sitzung vom 3. Dezember 1900 vorgelegt durch Herrn 
Ad. Mayer, 0. M.) 

Als die nächstliegende Verallgemeinerung der Theorie des 
PFAFp'schen Problems kann die Beantwortung folgender Frage 
angesehen werden: 

Welches sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, dass ein n — m - gliedriges PFAFF'sches System in n 
Variabein: 



m 



(A) dx m + h = ^> Ufa dXi (h=l, ...n—m) 

1 

sich auf eine Form mit nur r Differentialelementen; 
(B) df 9 + k = F lh df 1 + -- F^ h df q 

(A = l, .. n — m; q=i — n-\-m) 

reduciren lasse, worin die r Funktionen f t • - f t von einander un- 
abhängig sind, und x eine gegebene Zahl der Reihe 

n — m -|- 1, n — m -\- 2, • • n — 2 

bedeutet, und wie findet man in jedem einzelnen Fall die all- 
gemeinste reducirte Form dieser Art? 

Schon in meiner ersten Abhandlung über diesen Gegen- 

Math.-phys. Clasee 1900. 15 
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stand 1 ) habe ich darauf hingewiesen, dass unser Problem im 
Wesentlichen auf die Theorie der linearen Complexe im m — 1- 
dimensionalen Baum hinauskommt. Da somit die Zahl *ra, d. h. 
der Ueberschuss der Variabeinzahl in dem PFAFF'schen System A 
über die Anzahl der Gleichungen, das erste und wichtigste Classi- 
ficationsprinzip solcher Systeme abgiebt, will ich sie als die 
„Stufe" des PFAFF'schen Systems A bezeichnen. 

In derselben Arbeit 2 ) habe ich ferner die Lösung unsere« 
Problems für die niedersten in Betracht kommenden Stufenzahlen 
w» = 3 und m = 4 vollständig durchgeführt. 

In einer zweiten Abhandlung 8 ) habe ich die Theorie der 
linearen Complexe im B A und im Anschluss daran die Re- 
ductionstheorie der PFAFF'schen Systeme fünfter Stufe ausfuhrlich 
behandelt. 

Die vorliegende Arbeit ist der Theorie der B 5 - Complexe 
und der PFAFF'schen Systeme sechster Stufe gewidmet. Da je- 
doch schon bei dieser Stufe eine sehr grosse Zahl von Fallunter- 
scheidungen nötig wird, so beschränken wir uns auf die Behand- 
lung einiger besonders interessanter Fälle und verweisen im 
Uebrigen auf eine an anderer Stelle zu gebende ausführliche 
Darlegung. Trotz dieser Beschränkung werden sich uns wichtige 
Ausblicke auf die allgemeine Theorie 4 ) ergeben; denn die Schwierig- 
keiten der letzteren treten in den hier behandelten Fällen schon 
in ihrem ganzen Umfang hervor. 

§. i. Die Fragestellung. 

i. Gegeben sei ein PFAFF'sches System A w* 6 * Stufe in 
n Variabein #, worin die a,A irgend welche Funktionen der x 
bedeuten; wir setzen dann wie gewöhnlich: 



i) „Ueber die Reducirbarkeit eines PrAPp'schen Systems auf eine 
gegebene Zahl von Tennen", Sitzungsber. der math. phys. Klasse der 
k. bayer. Akad. d. Wiss. Bd. 30 (1900); ich citire diese Arbeit 
mit „I". 

2) a. a. 0. pag. 283 — 298. 

3) „Liniencomplexe im B 4 und Systeme PFAFF'scher Gleichungen", 
ebenda pag. 393; diese Arbeit wird mit „II" citirt. 

4) Herr Russjan hat in der Arbeit: „Sistema urawnenij PfaffV 1 
(Odessa 1899) die allgemeine Lösung unseres Problems versucht, ge- 
langt aber zu unrichtigen Resultaten; vgl. meine Nachschrift zu „I 14 , 
a. a. 0. pag. 299 u. f. 
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n — m 
A t— d f _L "V *>f 



m-\-h 



(i=l..m) • 



Uikh = — cikih = Aidkh — -4*ö»ä • 



Bedeuten dX{ und da;» zwei beliebige Incremen tensysteme, und diffe- 
rentiiren wir das System A mit dem Symbol #, ferner das System 



(A') 



dx m +h = /^hüttj 



mit dem Symbol d, so folgt unter Berücksichtigung der Re- 
lationen ddx = ddx durch Subtraktion: 



(C) 



m m 

) 4 2? «*** **i ÖXk = 
1 1 




(Ä=l..n — n») . 



Diese w — m Gleichungen bezeichnen wir als die „bilinearen 
Co Varianten", die Anzahl x der linear unabhängigen unter ihnen, 
d. h. also den Bang der n — m- zeiligen Matrix: 



(0 



«12 Äj «ISA 



<*m — 1, m, h 



als den „Charakter" 1 ), endlich den Bang 2<y der alternirenden Matrix 

-4i2 . . Ai m 
0) 



^ml-4n2 • 



worin 



n—m 



kh 



gesetzt wird, als den „Bang" des Systems A; 2<r ist also die 
Ordnung der höchsten Hauptunterdeterminanten in (2), die nicht 
für jedes beliebige Werthsystem: 

(3) #1* %2, ' ' * %n> h> A 2 • • • l n — m 

identisch verschwinden. 

2. Als Grundlage des Folgenden dient uns die Thatsache: 
Damit sich das System A auf die Form B reduciren lasse, ist 
notwendig und hinreichend, dass in der Matrix: 

1) Diese Definition ist verschieden von derjenigen, die ich in diesen 
Berichten 1898 p. 208 gegeben habe. 

15* 
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(4) 



A 



12 
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•4.1m Aifi 



Ami ^i»2 
Mfl Mfl 



MU 



Amfi 







(q=X— n + m) 



AtffAtff- • • A m f Q ... 

oWe 2 £ -f- 2 - reihigen Hauptunterdeterminanten für jedes Werth- 
system (3) verschtvinden. 

Diese Behauptung folgt aufs leichteste aus bekannten Fro- 
BENius'schen Sätzen über unbeschränkt integrale Systeme. 1 ) Es 
muss also insbesondere 

2a < 2p, d. h. t 2> n — m + a 

gewählt werden, wenn eine Darstellung B möglich sein soll, und 
dies ist der Punkt, bis zu dem die Theorie bereits von H. Grass- 
mann 3 ) geführt wurde. 

Das Verschwinden der 2q -f- 2-reihigen Determinanten in (4) 
drückt aus, dass die Gleichungen df t = • • ■ dfy = zusammen 
mit A ein r - gliedriges unbeschränkt integrables System bilden, 
oder auch, was dasselbe besagt, dass die n — m Bilinearformen 



m 



(5) 



2f 2j aikh ^* 

1 1 



vermöge der q Relationenpaare 



m 



m 



(6) ^ Mi • h = 0, ^jAif* • Vi — r.-i...e) 

1 1 

identisch verschwinden. Damit also eine Darstellung B mög- 
lich sei, ist zunächst notwendig, dass überhaupt ein Gleichungen- 
system 

OS) 2V'*k = (*-i.-e) 

existirt, das mit dem congruenten zusammen die Bilinearformen (5) 
zum Verschwinden bringt; wir wollen ein solches System ein 
„£- gliedriges anullirendes System" nennen. Es bietet sich zu- 
nächst die rein algebraische Aufgabe, einmal die Bedingungen 



Vg 1 - tJ" pag. 274 u. f. 

2) Vgl Herrn Engel s Note in Gbassmaun's Werken Bd. I, Abt. 2, 
pag. 480. 
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für die Existenz eines solchen anzugeben, und dann, das all- 
gemeinste derartige System zu ermitteln. Für die Stufenzahlen 
3, 4, 5 und, wie wir sehen werden, auch für die Stufenzahl 6 
gibt es, falls die genannten Bedingungen erfüllt sind, ein oder 
mehrere q - gliedrige anullirende Relationensysteme 27, 2', . . . , 
deren Coefncienten pu je eine endliche Zahl co von unabhängigen 
Parametern pi, pg, . . . q^ 1 ) rational enthalten, im übrigen von 
den Grössen cc ikh algebraisch abhängen. 

Zur Existenz einer reducirten Form B ist dann weiterhin 
notwendig und auch hinreichend, dass sich für eines der anul- 
lirenden Systeme 27, 27', . . . , etwa für 27, die Grössen pi, 
£2, • • Qo> wenigstens auf eine Weise derart als Funktionen der x 
bestimmen lassen, dass die Gleichungen 



(7) 



m 



d$ m +h g== /f Q>ihdXj (A=l...n— m) 

1 



m 



^Jfi ik dXi = <*=i,...?) 



ein T-gliedriges unbeschränkt integräbles System bilden, dessen 
Integrale f\ • • • f t dann ohne weiteres eine reducirte Form B 
liefern. 

3. Eine andere Form unseres Ansatzes ergibt sich, wenn 
wir x t x 2 • • • x n als Punktcoordinaten eines n - dimensionalen 
Raums R n deuten, und ausgehend von einer reducirten Form B 
die Relationen 

/i = c i 1 • ' * U = °t 

als „z - gliedriges vollständiges Integral" des Systems A, d. h. als 
die Definitionsgleichungen einer oo*-Schaar von n — r-fach aus- 
gedehnten Integralmannigfaltigkeiten des gegebenen Systems A 
auffassen. Setzen wir 

n — x = m — q = v 

und denken wir uns eine dieser Integralmannigfaltigkeiten durch 
ein Relationensystem der Form 

Xi = tyi(uiU2 • • • U v ) (i«a,2,...n) 



1) Die Zahl a> kann für die verschiedenen Systeme 27, 27' • • ver- 
schiedene Werthe haben. 
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definirt, wo die u unabhängige Variable bedeuten, so genügen 
die x als Funktionen der u dem Differentialsystem: 



(8) 



dx, 



m 



m+h 



du. 



m 



= 2«** 



dx { 
2V 



ä =1 . . . » — m 



m 





d$kh 



dx { dx k 
du t du t 



= 0; 



,*,< = !, 



diese letzteren Gleichungen werden erhalten, wenn man die ersteren 
nach den u je einmal ableitet, und die beiden so erhaltenen Aus- 

drücke für -~ — ^- vergleicht. 

Damit dann eine reducirte Form mit t Differentialelementen 
existirt, ist nach meinen früheren Untersuchungen 1 ) notwendig 
und' hinreichend, dass die Eelationen (8) und die sämtlichen 
durch unbegrenzt wiederholte Differentiationen nach U\ • • ■ w, 
daraus hervorgehenden Gleichungen niemals eine Relation zwischen 
den #1 • • • x n allein, noch auch das Verschwinden aller v - reinigen 
Determinanten der Matrix: 



(9) 



dx l 
du x 



€X 1 
du t 



du, 



• • • 



du. 



zur Folge haben. 

4. Bei der Diskussion des Differentialsystems (8) bedienen 
wir uns eines Satzes, der im Wesentlichen dasselbe besagt wie 
die JACOBi'sche Identität. Werden nämlich in der zweiten Gruppe 

der Gleichungen (8) die linken Seiten mit 4 9t bezeichnet, und 
bedeuten r, s, t drei verschiedene Indices der Reihe 1, 2, • • • v, 
so bestehen vermöge der Relationen (8) die Identitäten: 



«4* . »4V , ^r. 



du. 



+ 



du u 



1 cu t 



(A = l .. . n — m) 



Zwischen den Differentialgleichungen 2. 0., die durch je einmalige 
Ableitung der Gleichungen (8) nach den u hervorgehen, existiren 
also gewisse lineare Abhängigkeiten. 



r ) iJ" P a g- 2 7 6 — 28 °- 
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5. Wenn die v = m — q linear unabhängigen Grössen- 
systeme 

die Identitäten 



erfüllen, so stellt das Gleichungensystem: 



(A = l....n — m; s, t=l,.. .v) 



m 



^/^*S« = o 



(*=l,2,...p), 



das die m — p Lösungen (10) und nur diese besitzt, ein q- 
gliedriges anullirendes Relationensystem dar, und umgekehrt. Be- 
zeichnet man also mit A das Differentialsystem: 



00 



dx. 



m 



m-f-A 



du B 



m 



= /,■«** 



dX; 



2? ex. 



7*= 1 ... n — m;' 
4= 1 ... f; 

\it = 1 . . . Q 



worin die j^* die Coefficienten des Relationensystems 2 (Nr. 2) 
bedeuten, und entsprechend mit z/, z/", • • • die analogen, mit Hilfe 
von 2T, 2T, • • • gebildeten Differentialsysteme, so folgt: 

Genügen n Funktionen x t • • • x n der unabhängigen Variabein 
u ± • • • u v dem Differentialsystem (8), so befriedigen sie mindestens 
eines der Differentialsysteme A, ^/', • • •, wobei die q bestimmte 
Funktionen der u bedeuten. Umgekehrt, genügt ein System von 
n -\- (o Funktionen %, q einem der Systeme A, A', • • •, so erfüllen 
die x die Gleichungen (8). 

Die Lösimg des Eingangs aufgestellten Problems ist sonach 
auf die Untersuchung der Integrdbilität der Systeme A, A', • • • 
zurückgeführt, wobei jetzt die q ebenfalls als unbekannte Funktionen 
aufzufassen sind. 

Das PFAFF'sche System 



M 



dx 



m 



+ A = S, ia ihdXj 



(A 2= 1 . • • n — m) 



(«) 



m 



S*tHkdXi= 



(t=»i,---0 
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sowie die analogen Systeme £,£,•••, die bezw. den Relationen- 
Systemen 2^, 27" • • • entsprechen, bezeichnen wir als die „ersten 
erweiterten Systeme" von A. 

Dieser Bezeichnung liegt die Auffassung zu Grunde, dass die 
Grössen x und q als unabhängige Variable betrachtet werden. 

6. Zum Schlüsse dieser allgemeinen Erörterungen erwähnen 
wir noch eine naheliegende begriffliche Deutung, die der Ansatz 
der vor. Nr. zulässt. Es seien x x • • • x n die Coordinaten irgend 
eines Punktes P des B n ; dann können wir die v Grössensysteme 



dx 1 cx i bx n 



»; 



.* " i — s 



als Bestimmungsstücke ebensovieler von dem Punkte P ausgehen- 
der linear unabhängiger Richtungen interpretiren. Ferner be- 
zeichnen wir den Inbegriff eines Punktes P und eines beliebigen 
von ihm ausgehenden Systems von v linear unabhängigen Rich- 
tungen ( 1 1 ), die den Gleichungen (8) genügen, als „eine zu dem 
Pfaff' sehen Systeme A gehöriges M v - Element erster Ordnung". Es 
gibt dann, entsprechend den Gleichungssystemen 27, £' • • • zu jedem 
Punkte P ebensoviele irreducible Schaaren von ^-Elementen 
erster Ordnung; fassen wir eine dieser Schaaren, etwa die erste, 
ins Auge, so ist innerhalb derselben jedes Individuum durch An- 
gabe der n -f- o Grössen x t • • • #„, q x • • • p w eindeutig bestimmt; 
diese Grössen können wir daher als Coordinaten des M v -Elcments 
interpretiren. 1 ) Jede v-fach ausgedehnte Integralmannigfaltigkeit 
des Systems A besteht dann aus v-fach unendlichen vielen M t ~ 
Elementen, die alle einer der genannten irreducibeln Schaaren an- 
gehören und dem zugehörigen „ersten erweiterten Systeme" ge- 
nügen, und umgekehrt lässt sich jede solche Mannigfaltigkeit von 
Jf v -Elementen, die einem der „erweiterten" Systeme genügt, als 
eine Integral--3f r des PrAFF'schen Systems deuten, auch wenn die 
Mannigfaltigkeit der zugehörigen Punkte P weniger als v-fach aus- 
gedehnt ist. 

Um nun alle derartigen Mannigfaltigkeiten von Jf>.-Elementen 
zu finden, die dem PFAFF'schen System A angehören, hat man 



i) Als einfächste Spezialfälle dieses Ansatzes sind zu nennen: 
Herrn Engel's Coordinaten des Flächenelements 2. 0. im i2 s (diese 
Berichte 1893 pag. 468), sowie die Begriffsbildungen, die neuerdings 
Herr G. Kowalewski (diese Ber. 1900 pag. 91) an den Begriff: „Streifen- 
element im B n , x " angeknüpft hat. 
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der Reihe nach die ersten erweiterten Systeme #, S', • • • ins 
Auge zu fassen, und z. B. das erste derselben, sofern dies möglich 
ist, in allgemeinster Weise durch r -f- w Relationen zwischen den 
Variabein x x • • • #», Q± • m - Qw zu integriren; beschränkt man sich 
dabei auf solche Relationensysteme, die nach ^ • • • p w auflösbar 
sind, so kommt man auf die Bestimmung der Integral-ilf, im ge- 
wöhnlichen Sinn zurück. 

Im weiteren Verfolg dieses Ansatzes kann man dann für 
jedes der PFAFF'schen Systeme S, S' • • • wiederum r -f- w-gliedrige 
„erweiterte" Systeme aufstellen, und gelangt so zu dem Begriff 
des Üfy-Elements zweiter Ordnung, u. s. w.; doch wollen wir auf 
diese Verallgemeinerungen an dieser Stelle nicht näher eingehen, 
da, wie wir sehen werden, für die Behandlung der Stufenzahl 6 
die bisher entwickelten Begriffe und Sätze vollständig ausreichen. 



§ 2. Lineare Complexe 
und Congruenzen im fünfdimensionalen Raum. 

7. In diesem § soll das algebraische Problem der Nr. 2 
soweit erledigt werden, als dies für unsere Zwecke nötig ist. 

Wir verstehen unter £ x • • • | 6 , ebenso unter % • • • ty 6 homogene 
Punktcoordinaten in einem fünfdimensionalen Raum Jß 5 , und 
sprechen daher kurz von dem „Punkt £", dem „Punkt r\ u etc. 
Eine lineare, fc-fach ausgedehnte Punktmannigfaltigkeit, d. h. 
den Inbegriff aller oc* Punkte? die ein System von 5 — k 
linear unabhängigen Gleichungen 

6 

2»'w*^«==0 (*=a,2,-.-5-*) 

1 

erfüllen, nennen wir eine ,,/n*"; für eine (i t gebrauchen wir das 
Wort „Gerade", für eine ft 4 das Wort „Ebene". 

Eine ft* ist durch Angabe von k -f- 1 auf ihr liegenden linear 
unabhängigen Punkten bestimmt, z. B. eine ftg durch zwei sich nicht 
schneidende Geraden. Sind g, g zwei solche Geraden, so gebrauchen 
wir für die sie verbindende ft 3 die Bezeichnung fi s (<7, g')\ ebenso 
bedeutet ^ (P, g) die j^, die den Punkt P mit der nicht durch ihn 
gehenden Geraden g verbindet etc. 

Ein linearer Complex des R 6 ist definirt durch eine 
Gleichung 
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6 6 

( i ) / * /* *n&i Vk — K * = - «k i ; "« * = °> ; 



derselbe werde als „der Complex a" bezeichnet. 

Wir sagen, eine Gerade „genügt' 4 dem Complex a oder ist 
eine „Complexgerade" von a, wenn zwei (und infolgedessen irgend 
zwei) ihrer Punkte, etwa § und r\, die Gleichung (i) erfüllen; 
der Complex selbst wird aufgefasst als der Inbegriff aller ihm 
angehörender Geraden. 

Der Complex et heisst „allgemein", „einfach speziell" oder 
„zweifach speziell", je nachdem die Matrix 

°«12 ' • ' «16 



«61*62 ' * ° 

den Bang 6, oder 4, oder 2 besitzt. 

8. In dieser Nr. wird a als allgemein vorausgesetzt. Jedem 
Punkt y\ wird dann durch die Gleichung (i), worin die £ laufende 
Coordinaten bedeuten, eine durch ihn gehende Ebene „zugewiesen", 
und offenbar auch umgekehrt jeder Ebene 

/, Mi§i = oder u$ = 

ein und nur ein auf ihr liegender Punkt r\. 

Jedem Punkt P einer beliebigen Geraden h ist solcherweise 
je eine Ebene zugewiesen, und diese oo 1 Ebenen enthalten alle 
dieselbe f* 8 . Die letztere bezeichnen wir als „die der Geraden h 
conjugirte ^". Umgekehrt erhält man zu einer gegebenen ^ die 
conjugirte Gerade h als Ort der Punkte, die bezw. den oo 1 durch 
die ftg gehenden Ebenen zugewiesen sind, uud alle oo 3 Ebenen, 
die bezw. den Punkten der (i z zugewiesen sind, gehen durch h. 

Ist h keine Complexgerade, so schneidet sie die conjugirte fi« 
nicht, da andernfalls die den Punkten von h zugewiesenen Ebenen 
alle identisch wären, nämlich mit der ft 4 (Ä, fig). 

Ist h eine Complexgerade, so liegt sie auf der conjugirten ju^, 
und alle Geraden, die h treffen und in der conjugirten ^ liegen, 
sind Complexgerade. 

Unter einer „Complex-^" oder einer „fi 2 des Complexes a u 
verstehen wir eine |ti 2 , deren sämtliche oo 2 Geraden dem Complex 
angehören. Eine {i 2 , die durch die Gleichungen 

(2) 1^ = 0, rs = 0, wi = 
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definirt sei, ist dann und nur dann eine Complex-^ 2 , wenn in 
der neunzeiligen alternirenden Matrix: 



<*ik 


Ui 


Vi 


Wi 


u k 











Vk 











Wk 












(i,*=l, .-6) 



alle 8 -reihigen Hauptunterdeterminanten verschwinden, also die 
Relation (i) vermöge des Systems (2) und der dazu congruenten 
Gleichungen befriedigt ist. 

Jede j*2, die eine Complexgerade h enthält und in der zu h 
conjugirten ^ liegt, ist eine Complex-^, und jede Complex-^ 
wird auf diese Weise erhalten; es gibt 00 7 Complexgerade, also 
sechsfach unendlich viele Complex-ft 2 . 

9. Es werde jetzt a als einfach speziell vorausgesetzt. Dann 
besitzen die linearen Gleichungen 



(3) 




*«»•*£* = 



(t = l, • -6) 



zwei Lösungssysteme £', §"; die Verbindungslinie der Punkte 
§', §" nennen wir die „singulare Gerade" von a und bezeichnen 
sie mit g. 

Jede Gerade, die g trifft, ist eine Complexgerade; jede Ebene, 
die einem Punkt P mit den Coordinaten r\ durch die Relation (1) 
zugewiesen wird, enthält #, und jedem Punkt der fi 2 ("P, g) ist die- 
selbe Ebene zugewiesen. 

Bezeichnen wir also mit TL eine durch g gehende Ebene, 
und mit it eine durch g gehende ;a 2 , so besteht zwischen den 
oc 3 Ebenen II und den 00 3 Mannigfaltigkeiten n eine wechsel- 
seitig eindeutige Beziehung, derart, dass jede Ebene H die ihr 
zugeordnete % enthält. 

Schneidet die Complexgerade h die g nicht, so sind alle 
00 4 Geraden, die in der ^(ä, g) liegen, Complexgeraden von a; 
wenn also diese fig durch u* = 0, v$ = definirt wird, so ver- 
schwindet vermöge dieser Gleichungen und der dazu congruenten 
die linke Seite von (1) identisch. Eine solche ft 8 nennen wir 
eine „Complex-fo" oder eine „^ des Complexes a"; es gibt drei- 
fach unendlich viele Complex-fi 8 . 

Umgekehrt, soll eine solche ^ existiren, so muss cc einfach 
(oder zweifach) speziell sein. 



190 E. v. Wbbee: 

Die Mannigfaltigkeiten ju 2 des Complexes a, deren Definition 
dieselbe ist wie in Nr. 8, zerfallen in zwei Kategorien. Die erste 
Kategorie besteht aus den oo 8 durch g gehenden ft 2 , die zweite 
aus allen jUg, die in einer pg des Complexes a liegen, ohne g zu 
enthalten; es gibt deren oo 6 , und zwar gehen immer je einfach 
unendlich viele durch jede Complexgerade /i, die g nicht trifft, 
und je zweifach unendlich viele durch jede Gerade, die g schneidet. 

Jede Complex- p % muss also mit der singulären Geraden g 
mindestens einen Punkt gemein haben. 

10. Ist der Complex a zweifach speziell, so besitzen die 
linearen Gleichungen (3) vier Lösungen; die so definirten 4 Punkte 
bestimmen eine fc,, die wir die „singulare fa" von a nennen und 
mit m bezeichnen. Der Complex besteht jetzt aus allen 00 7 Ge- 
raden, die die Mannigfaltigkeit m schneiden. Jede j&g, die mit 
m mindestens eine Gerade gemein hat, ist eine Complex -p, und 
umgekehrt. Jede ^, die m nach einer p 2 schneidet, ist eine 
Complex -fi 8 , und umgekehrt. Ferner hat jede der oo 1 Ebenen, 
die m enthalten, die Eigenschaft, dass alle auf ihr liegenden Ge- 
raden dem Complex a angehören; eine derartige Ebene werde als 
„Complex- n A " bezeichnet. Stellt die Gleichung u$ = eine 
Complex -fi 4 dar, so kann die Gleichung (1) in der Form 

w| v v — u n vi = 
geschrieben werden. 

Umgekehrt, gibt es eine Ebene, deren sämtliche Geraden dem 
Complex a angehören, so muss dieser zweifach speziell sein. 

Die Ebene, die einem beliebigen Punkt P mit den Coordi- 
naten v\ durch die Gleichung (1) zugewiesen wird, ist identisch 
mit der fi 4 (P, m), und jedem Punkt der letzteren ist eben diese 
^ 4 zugewiesen. 

1 1 . Unter der „zweigliedrigen Congruenz (a, ß) u verstehen 
wir den Inbegriff der 00 6 Geraden , die zwei Complexen 

gemeinsam sind; ebenso sprechen wir von drei- und mehrgliedrigen 
Congruenzen, wobei immer vorausgesetzt wird, dass die in Rede 
stehenden linearen Complexe linear unabhängig seien, d. h. dass 
zwischen den zugehörigen Bilinearformen keine lineare homogene 
Identität mit constanten Coefficienten besteht. Eine „Congruenz-ftg" 
ist eine ^ der Eigenschaft, dass jede auf ihr liegende Gerade die 
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Congruenz (or, ß) befriedigt, also eine gemeinsame fi 2 ^ er b e id en 
Complexe a und ß. Damit durch die Gleichungen 

(4) |t*l.£l -j h ^§6 = (* = 1,3,3) 

eine Congruenz-fia definirt sei, ist nothwendig und hinreichend, dass 
beide Bilinearformen 

vermöge (4) und der dazu congruenten Relationen verschwinden, 
dass also nach der Ausdrucksweise der Nr. 2 die Gleichungen (4) 
ein dreigliedriges anullirendes Relationensystem für alle Complexe 
der Schaar 

(5) ^j ^ (* «« + P ßik) £iVk 

darstellen. 

Wir beschränken uns auf die Diskussion des „allgemeinen" 
Falles, dass der Rang 2a der alternirenden Matrix 

(6) || Xcc ik + (iß ik || (<•,*= 1,2, •••6) 
gleich sechs ist, und verstehen unter Ä die binäre cubische Form: 

Sl EEE Slaccal? + Sl aa ßX 2 (l + & a pßl(l 2 + Stßßß^ 

deren Quadrat mit der sechsreihigen Determinante (6) identisch 
ist; ferner sei P die binäre quadratische Form, deren Quadrat mit 
der 8-reihigen alternirenden Determinante 

Xcc ik + (iß ik , u { , Vi 
u k , 0, 

v k , 0, 

übereinstimmt; setzt man dann 

6 6 
P == ^} ^} PikUjVk, 

1 1 
so haben die P,* die Form: 

P ik = X 2 Ä ik + XpC ik + ?B ih , 
worin z. B. gesetzt ist: 

A 1Z ==a S4 a 56 + a 35 a 64+ «86 a 45> etc « 
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12. Je nach der Beschaffenheit der Linearfaktoren von Sl 
ergibt sich dann aus der Theorie der Elementartheiler folgende 
Classification der Congruenzen (a, ß) vom Bange 6: 

I. Ein einfacher und ein doppelt zählender Linearfaktor; der 
letztere geht einfach zählend in allen Binärformen Pik auf. 

IL Ein dreifacher Faktor, der in allen P,* einfach ent- 
halten ist. 

in. Drei verschiedene Paktoren. 

IV. Ein einfacher und ein doppelt zählender Faktor. 
V. Ein dreifacher Faktor. 

In den drei letzten Fällen sind die P,* theilerfremd. 

13. Im Falle I enthält die Complexschaar (5) einen einzigen 
zweifach speziellen Complex a mit der singulären Mannigfaltig- 
keit m, und einen einzigen einfach speziellen ß! mit der singulären 
Geraden g, derart, dass g und m sich nicht schneiden. 

Ist a ein allgemeiner Complex der Schaar (a, (3), so sind g 
und m hinsichtlich a conjugirt, da jede Gerade, die g und m 
schneidet, in et enthalten ist (Nr. 8). Daraus folgt leicht: 

Man erhält das allgemeinste Complexpaar vom Typus I, indem 
man den allgemeinen Complex cc und eine dreifacJi ausgedehnte 
lineare Mannigfaltigheit m beliebig wählt (doch so, dass die m nicht 
einer auf ihr liegenden Geraden conjugirt ist), und dann unter ß 
den zweifach speziellen Complex mit der singulären Mannigfaltig- 
keit m versteht; die zu m hinsichtlich cc conjugirte Gerade g ist die 
singulare Gerade des in der Schaar (aß) enthaltenen einfach speziellen 
Complexes. 

Man erhält die allgemeinste Configuration II, wenn man für 
m eine solche (i^ wählt, die einer (auf ihr liegenden) Geraden g des 
Complexes cc conjugirt ist. 

In diesem letzteren Fall enthält die Congruenz (<*, j3) ausser 
dem zweifach singulären Complex ß nur allgemeine Complexe. 

In beiden Fällen gibt es vierfach unendlich viele Congruenz^ 
von denen je eine und nur eine durch jede Congruenzgerade geht, 
die weder g trifft, noch in m liegt 

In der That, ist h eine Congruenzgerade, so schneidet sie 
nach Nr. 10 die m in einem Punkte P; bedeutet ferner m die- 
jenige ^ 3 , die in dem allgemeinen Complex cc der Geraden h con- 
jugirt ist, so schneiden sich wt, m entweder in einer ebenfalls 
durch P gehenden Geraden h\ und es ist dann die fi 2 (/«, h') die 
einzige durch h gehende Congruenz-fi 2 , oder m und m haben eine 
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f* 2 gemein, liegen also in derselben Ebene II. Dieser letzteren ist 
dann durch den Complex a ein auf ihr liegender Punkt P' zu- 
gewiesen (Nr. 8), der auf der oben definirten Geraden g, anderer- 
seits aber auch auf h liegt, da ja IT durch m hindurchgeht. 
Also schneidet 7/ die Gerade g, und es gibt dann einfach unendlich 
viele durch sie gehende Congruenz-fi 2 , nämlich alle diejenigen f* 2 , 
die durch h gehen und in m liegen. Auch wenn h auf m liegt, 
gibt es einfach unendlich viele Congruenz-f^ durch /?, die alle in 
der /i 3 (g, h) liegen. 

14. Wir betrachten nunmehr den Fall EI der Nr. 12. Es 
gibt in diesem Fall drei verschiedene einfach spezielle Complexe 
der Schaar (5) bezw. mit den singulären Geraden g u # 2 , g s . 
Keine zwei dieser Geraden können einen Punkt gemeinsam haben, 
da sonst 51 = wäre. Keine der Geraden # t - kann die /x 3 , auf 
der die beiden andern liegen, treffen. Denn sind § (1) , t? (1) zwei 
Punkte von g l9 ferner £ (2) , i/ 2> zwei Punkte von g 2 , und schneidet 
<7 3 die ftg (g u g 2 ) in dem Punkte P, so hat dieser Coordinaten 
der Form: 

(7) ej: 1 ' + «W 1 ' + rf + v/i- ('= 1 '-«) 

Sind aber 

(*ik, ßik, Iccik + (ißik (**-+■ 0) 

bezw. die Coefficienten der drei speziellen Complexe mit den 
singulären Geraden g tJ # 2 , # 3 , so muss man haben: 

* (.- = 1,..6), 

oder also: 

(8) ^MfcÜ" + ^ + l 2 aik( -^ ?)+ rf)== °' 

k k 

(i = l,.- -6) 

da ja der Annahme nach die Beziehungen 

(9) = 2««& u = ,2W = 2 ßik ®' - 2 ßiirii * 

stattfinden. Multiplicirt man nun die Gleichungen (8) der Reihe 
nach mit tji 2) , £[- 2) , ifj 1 *, ^i 1) und summirt jedesmal nach i, so er- 
halten wir: 

9, 22 aa ^ >r i*' ™ a * 22 "'^'^ = ° ' 
* 22^^^ - ff i 22 p»^ = °- 
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Da nun der Punkt P nicht auf g t oder g 2 liegen kann, also 
weder die p 2 , tf 2 nocn d* 6 Qu tf n beide verschwinden, so würde 
folgen, dass g s eine Complexgerade von a und g x eine solche von 
ß wäre. Eine leichte Rechnung zeigt, dass diese beiden Be- 
dingungen auch in der Form 

geschrieben werden können, und da St aa a und &ßßfi der Annahme 
nach verschwinden, so hätte man Sl ^E 0. 

15. Die Mannigfaltigkeiten 

HiMs), ftCfcfc)» hi(ffi9t) 
bezeichnen wir mit m v m 2 , w%; dann schneiden sich m ly m 2 nur 
in der Geraden g 9 etc. Jede p 2 , die mit g±, g 2 , g % je einen 
Punkt P x , P 2 , P 8 gemein hat, ist eine Congruenz-f^, da ja die 
3 Geraden P X P^ ^2-^3? -^sA der Congruenz angehören; und man 
erhält nach dem Schlusssatz der Nr. 9 auf diese Weise alle Con- 
gruenz-fig. Es gibt deren also dreifach unendlich viele; sie sind 
definirt durch die Formeln 

6 6 

(10) ^>}l*is£i + ?i^'v.^. = 0, (*=1,2,3) 

1 1 

wenn die Mannigfaltigkeit m, durch das Gleichungspaar: 

definirt wird, und die q 8 arbiträre Parameter bedeuten. Daraus folgt: 
Durch jeden Punkt P, der auf keiner der Mannigfaltigkeiten w, 
liegt, geht eine und nur eine Congruenz-fo. Durch jeden Punkt, 
der auf einer der Mannigfaltigkeiten m,-, aber auf keiner Geraden 
gk liegt, gehen 00 *, durch jeden Punkt einer Geraden gjt aber 
oo 2 Congruenz-fig. 

Alle Geraden, die zwei der Geraden p* treffen, sind Con- 
gruenzgeraden; betrachten wir z. B. die w^, so liegen auf ihr 
00 2 Congruenzgeraden, die alle die g x und die g % schneiden, und 
eine einfache Ueberlegung zeigt, dass es auf m s auch keine andere 
Congruenzgerade geben kann. Analoges gilt für m 1 und w 2 . 

16. Es seien a', j^, / die 3 zweifach -speziellen Complexe 
bezw. mit den singulären Mannigfaltigkeiten w^, m 2 , m % . Dann 
genügen alle soeben definirten Congruenz-^ nach Nr. 10 auch 
der dreigliedrigen Congruenz («', ß\ y'), dh. jede auf einer 
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solchen (i 2 gelegene Gerade ist eine gemeinsame Gerade dieser 
3 Complexe. 

Wir verstehen nun unter & die ternäre cubische Form in 
Aftv, deren Quadrat gleich der alternirenden Determinante 



ist, und setzen ausserdem: 

u k 

v k 



^ = 







(«•,*=!... 6); 



Ö 



^?^>*QikUiV k ; 



dann ist <$* gleich der vierreihigen Hauptunterdeterminante, die 
aus (n) durch Streichung der iten und fcten Zeile und Spalte 
entsteht. Nun haben die linearen Gleichungen 



»;•*£* = o, V#*s* = o 



(t — !•• -6) 



(12) 



zwei unabhängige Lösungen, da sich m t und m 2 in der Geraden 
g 3 schneiden; also verschwindet die 6-reihige Determinante 

identisch, und ihre 4-reihigen Hauptunterdeterminanten sind offenbar 
mit X 2 p 2 proportional. Da analoges auch für die Congruenzen 
(j3'/) und (y'a) gilt, so erkennt man, dass die Formen <£, Q ik 
die folgende Gestalt haben: 

= C ' XflV 

Q ik = QiJktlV + <5 ik vl -f- Ti k k(l. 

Umgekehrt, haben die <P, Qi k diese Form, so sind die Complexe 
</, ß\ y zweifach speziell, und je zwei ihrer singulären ^ 
schneiden sich nach einer Geraden. Wir wollen eine solche Con- 
gruenz (aß'y) als ein „verkettetes Tripel" bezeichnen. 

Damit eine vorgelegte Congruenz («, ß, y) ein verkettetes 
Tripel bilde, ist darnach notwendig und hinreichend, dass die aus 
dem Schema 

analog wie oben zu bildenden ternären Formen <£, Qi k die Ge- 
stalt (12) haben, worin A, ^, v drei unabhängige Linearformen 
der Variabein A 17 Ag, Ä s bedeuten. 

Math.-phys. Classe 1900. 16 
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Nach der vor. Nr. ist jede Congruenz (a, ß) vom Typus III 
in einem und nur einem verketteten Tripel (aßy) enthalten. Ver- 
möge einer Schlussweise, die auf der Betrachtung der „f^-Com- 
plexe", d. h. der zu den Linienoomplexen des R 5 dualen Gebilde 
beruht, ergibt sich y,* gleich dem Coefficienten des Produkts 
^-f 1 ' hv\k i 11 der binären quadratischen Form ?F, deren Quadrat 
mit der alternirenden Determinante 



b , 0, 

Vk , o, 



(*,* 



6) 



identisch ist; die An, Bn haben die in Nr. n angegebene 
Bedeutung, und man erhalt also y,* aus dem dort definirten 
Ausdruck C ik , indem man darin die cc ik durch A ik und ß ik 
durch Bit ersetzt. Wir gelangen so zu einer Definition des 
verketteten Tripels, die auch in den Fällen IV und V der Nr. 12 
Geltung hat. 

Die durch den Punkt j^ • • • if 6 gehende ft 2 der Congruenz 
(aß) wird jetzt durch die folgenden Gleichungen definirt 



03) ^?^ a **V& =^^jßik*lkh =^^7ik / nk^i 



0; 



damit ist eine rationale Darstellung der dreifach unendlich vielen 
Congruenz -fi 9 gewonnen, während die Coefficienten f*,-,, v t - t der 
Relationen (10) ausser von den «,-*, ß ik auch noch von den 
Wurzeln der cubischen Gleichung & = rational abhängen. 

17. Die in Nr. 12 definirten Fälle IV und V lassen sich, 
wie eine einfache geometrische Betrachtung lehrt, aus dem all- 
gemeinen Fall III durch einen Grenzübergang ableiten, indem 
man zwei der Geraden <fr, bezw. alle drei als unendlich benachbart 
annimmt, und man erhält so für die dreifach unendlich vielen ^ 
der Congruenz (ccß) im Falle IV die Formeln 



(H) 



V, 



V, 






= 0; 
= 0, 



bezw. im Fall V die Darstellung 
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^ fKl& + Qi^jViiti + Q2 y Villi + Qz/vnli = 

Sit*>iz£i + Ql^j V i3& = ° 

worin die /n, v rationale Funktionen der er,-*, ß,-* bedeuten; daneben 
besitzt aber in beiden Fällen auch das Formelsystem (13) un- 
veränderte Geltung, während die geometrische Bedeutung des ver- 
ketteten Tripels leichte Modifikationen erleidet. 



§ 3. PFAFF'sche Systeme 
sechster Stufe vom Charakter zwei. 

18. Wir betrachten in diesem § ein PFAFF'sches System 
sechster Stufe 

6 

(A) dxs+h ==/,* üihdXi (ä = 1, 2, • •, n - 6) 

1 

und nehmen an, dass sein Charakter x = 2 sei 1 ), dass sich also 
die bilinearen Covarianten 

6 J5 
(0 ^J ^«ikh&rik (A = l,...n-6) 

1 1 

auf nur zwei linear unabhängige reduciren. Wir können dann 
annehmen, dass insbesondere die ersten beiden 

linear unabhängig seien, während alle folgenden sich als lineare 
Combinationen dieser beiden darstellen lassen; dieser Fall ist 
z. B. für ein beliebiges zweigliedriges PFAFF'sches System in 
8 Veränderlichen realisirt. 

Ferner beschränken wir uns auf die Annahme, dass die De- 
terminante 

|| hOiikl + ^ a '*2 || <*'» *=1,...6) 

nicht für jedes Werthsystem x ± • • • #„, A, (jl verschwinde. Um 
die Entwickelungen des vorigen § anzuwenden, hat man dort 



1) Den Fall x = 1 habe ich für PFAPF'sche Systeme beliebiger 
Stufe in einer früheren Arbeit (diese Berichte 1S98 p. 207) vollständig 
erledigt. 

16* 
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überall a,*i statt «,* und a,*2 statt ßa zu setzen; die durch (2) 
definirte Schaar von linearen Complezen wollen wir kurz „die 
zu dem System A gehörige Congruenz" nennen und wie in § 2 
mit (a, ß) bezeichnen. 

Jeder der Fälle I, II, IV, V des vorigen § ist dann 
durch je ein System rationaler Bedingungsgleichungen zwischen 
den ccikh charakterisirt, die wir nunmehr als Identitäten hinsicht- 
lich der x zu betrachten haben. 

Da hier 2 = 6 ist, so können für das PFAFF'sche System 
A nur reducirte Formen mit n — 3 oder n — 2 Differential- 
elementen in Betracht kommen (Nr. 2). 

19. Die Frage nach der Möglichkeit einer Beduction auf 
n — 2 Tenne kommt nach Nr. 3 darauf hinaus, das Differential- 
system 

dx*_i_i ^rr dx. 



(3) 3*-2 



.«=1. *\ 

(4) 22 a,i, ^ s=0 

auf seine Integrabilität hin zu untersuchen. 
Durch die Formeln 

(5) ff<—»ty(ui) (i=l,...n) 

werde eine beliebige Integralcurve K des PFAFF'schen Systems A 
dargestellt. Um eine solche zu finden, wähle man tf^ • • • i/; 6 be- 
liebig , substituire diese Funktionen für x 1 • • • tf 6 in die rechten 
Seiten der Gleichungen 

(6) _t_ = ^ a| . A _ o-i.....-«, 

und bestimme für das so entstehende simultane System gewöhn- 
licher Differentialgleichungen mit den Unbekannten x? • • • x n und 
der Independenten u x ein System von Integralfunktionen x? • • ■ x n . 

Wir dürfen nun, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, 

dx§ dx^ 
annehmen, dass die Gleichungen (4) nach ^— -, ^— , also das 

Differentialsystem (3) (4) nach den Ableitungen 

/ ^ dx * dx * dx *+ h dx *+ h » 1 

(7) q 1 o » q > "~~ ä (A = l...w — 6) 
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aufgelöst werden kann; diese aufgelöste Form werde mit D* be- 
zeichnet. Die Ableitungen (7) und die unbegrenzt vielen durch 
Differentiation nach u t und u% daraus hervorgehenden Ableitungen 
bezeichnen wir als „prineipale" *), die X\ • • • x n selbst und ihre 
noch übrigen Ableitungen nach u t und u % als „parametrische" 
Grössen des Differentialsystems D. Mittels der Eelationen D und 
der durch Derivationen nach t^, u 2 daraus folgenden Gleichungen 
kann man nun jede prineipale Ableitung auf eine und nur eine 
Weise durch die parametrischen Grössen allein ausdrücken, d. h. 
das System D ist nach Riquier' s Bezeichnungsweise passiv. Dies 

folgt aus der allgemeinen Theorie der Differentialsysteme 8 ); denn 

dx^i h 
differentiirt man die Gleichung für — 0— ^- nach w 2 , die Gleichung 

für d nach te x , und berücksichtigt die übrigen durch Dif- 

ferentiation von D folgenden partiellen Differentialgleichungen 
2. 0., so erhält man für die Ableitung 



du x du 9 

beidemale denselben Ausdruck, wie aus der Entstehungsweise der 
Gleichungen (4) unmittelbar folgt. Das Differentialsystem D be- 
sitzt also 2 ) ein und nur ein System an der Stelle u x = , 
u 2 = regulärer Integralfunkionen 

(8) X( = 9>t(ttl, U%) (i = l,2,...n) 

der Eigenschaft, dass die x und ihre sämtlichen parametrischen 
Ableitungen für u x = 0, u 2 = bezw. in willkürlich vor- 
geschriebene Constante 

Xh I r I << = 1...»;*=1...6) 

übergehen. Voraussetzung ist dabei nur, dass die rechten Seiten 
von JD für die gewählten Anfangswerthe der x und ihrer para- 
metrischen ersten Ableitungen sämtlich regulär sind, und die 
Potenzreihen 



1) Riquier, Ann. fic. Norm. 1893 P- 65. 

2) Riquier, a. a. 0. p. 65, 123, 167; vgl. mein Referat in der Ency- 
clopädie der math. Wiss. II A 5, Art. 2. 
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(worin die Summation sich auf alle parametrischen Ableitungen 
von Xk erstreckt), alle convergiren. 

Da nun die x x • • • x 6 und ihre sämtlichen nach u t allein 
genommenen Ableitungen parametrisch sind, so kann man den 
Integralfunktionen (8) die Bedingung auferlegen, dass sie sich 
vermöge w 2 = auf ein beliebiges, den Differentialgleichungen 
(6) genügendes Funktionensystem ^(t^) • • • ^(«i) reduciren 
sollen, dass also die zweidimensionale Integralmannigfaltigkeit (8 ) 
eine beliebig vorgeschriebene Integralkurve enthalte. 

Da überdies alle Ableitungen von x 1 x i x s x 4k nach u L und u* 
parametrisch sind, so erkennt man, dass durch jede Integralkurve 
K unbegrenzt viele Integral - M 9 hindurchgehen. 

Analoges gilt übrigens auch, wie leicht ersichtlich ist, wenn 
der Charakter x des PFAFF'schen Systems A gleich 3 oder 4 ist; 
in dem letzteren Fall geht aber durch eine vorgegebene Integral- 
kurve K im allgemeinen eine und nur eine Integral -M 2 hin- 
durch. Diese Bemerkungen übertragen sich leicht auf den Fall 
eines PFAFF'schen Systems beliebiger Stufe w, dessen Charakter 
x ^ in — 2 ist. In allen diesen Fällen gibt es nach Nr. 3 un- 
begrenzt viele reducirte Formen mit n — 2 Ternien. 

20. Setzen wir fortan wieder x = 2 voraus, so ist die 
Frage nach der Existenz einer reducirten Form mit n — 3 
Differentialelementen aequivalent mit der Frage nach der Inte- 
grabilität des Differentialsystems 



dx.i K "sn dx. 



<•> s? -2* 



du 



(»=1,2,8; A=l...n— 6) 



66 2 2 

mr m m^ m tj X CX 

(10.) 2*'2 i «"'4-4=4,=<> 

11 12 

66 2 2 

0°,) 2'2 i «<*<^4^ i » ==0 

11 18 

66 2 2 

(«ob) 22?«<*'^ä4-^= 

11 z 



Wir setzen 



£(*) — .'. 

*» — du, ' 
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und deuten die £<*) • • • ^ als einen Punkt des JR 5 ; die Relationen 

(10) sagen dann aus, dass die 3 Punkte |W|W{W eine fo der 
Congruenz (aß) definiren (Nr. 5). 

Betrachten wir jetzt zunächst die Fälle I und II der Nr. 1 2, 
so ist die in Nr. 13 constatirte Thatsache, dass durch eine be- 
liebige Gerade der Congruenz (aß) eine und nur eine Congruenz- 
H 2 hindurchgeht, mit der andern gleichbedeutend, dass die 4 
linearen homogenen Gleichungen (io 2 ) und (io 8 ), in denen die 

dx i 

« — die Unbekannten bezeichnen, jedesmal 3 linear unabhängige 

dx { dx i 
Lösungensysteme besitzen, wenn die « — , -0 — den beiden Re- 

lationen (iOj) genügen; die 4 linearen Gleichungen (io 2 ) (io 3 ) 
reduciren sich also vermöge (io x ) auf nur 3 linear unabhängige, 
d. h. wir dürfen etwa die Gleichung Als = als eine algebraische 
Consequenz der 5 übrigen: 

(1 1) A{ 2 = As = Az = As = ^ 8 = 

betrachten. Diese letzteren können wir uns nun, ohne die All- 
gemeinheit zu beschränken, nach den Ableitungen 

dx h dx 9 dx± dx $ dx % 

aufgelöst denken; diese aufgelöste Form der Gleichungen (11) 
bezeichnen wir mit Ä . Fügen wir dann diese Gleichungen den 
Relationen (9) hinzu und eliminiren aus den letzteren die Ab- 
leitungen (12) mittels A\ so entstehe das Differentialsystem A. 

Bezeichnen wir jetzt ähnlich wie in der vorigen Nr. die 
auf den linken Seiten von 4 stehenden Ableitungen und ihre un- 
begrenzt vielen Ableitungen nach u x u^u z als principal, die x 
selbst und ihre noch übrigen Ableitungen als parametrisch, so 
kann man mittels A und der hieraus durch Derivation nach den 
u folgenden Relationen jede principale Ableitung auf eine und 
nur eine Weise durch die parametrischen Grössen allein aus- 
drücken, und das Differentialsystem A ist also wiederum passiv. 

In der That, aus der Entstehungsweise der Relationen (10) 
folgt zunächst wie in der vorigen Nr., dass die beiden Dar- 
stellungen, die sich für eine Ableitung der Form 

d 2 x* ■ , 

3^ (r,.-.,,,.,r M 
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ergeben, identisch ausfallen. Bezeichnet man ferner mit 4" die 
15 partiellen Differentialgleichungen 2. 0., die sich durch je ein- 
malige Derivation der Relationen A' nach t^Ugtig ergeben, wobei 
auf den rechten Seiten alle principalen Ableitungen durch die 
parametrischen allein auszudrücken sind, so erhalt man für jede 
der beiden Ableitungen 

fi3) -^3l- — 5l 

je zwei Darstellungen in den parametrischen Grössen; dass diese 
identisch sind, sieht man so ein: 

Zwischen den A l ik bestehen nach Nr. 4 vermöge der Glei- 
chungen (9) (11) die folgenden beiden Identitäten: 

, . öAk cJl dA* 

(H) »+«+«! .0, 





2 v« 1 
^M 2 


+ 


84i 
dw 8 


»4, 


»4 

du 2 


+ 


»4 

a« 8 



(i 5 ) » + l»_|_l»....o, 

worin alle Derivationen unter Berücksichtigung der Relationen 
(9) auszuführen sind. Da aber die Gleichung A\ s = eine 
Folge von (11) ist, so verschwindet der erste Term auf der 
linken Seite von (15) vermöge der Gleichungen 2. 0., die ent- 
stehen, wenn man das System (11) nach u x ableitet; vermöge 
dieser letzteren gilt also die Beziehung: 

»4i _ »4 



du 2 du 9 

Da nun A' durch Auflösung des Systems (11) entsteht, so 
bestehen auch zwischen den Gleichungen A" zwei lineare iden- 
tische Beziehungen, und dies kann nur in der Weise der Fall 
sein, dass jedes der beiden in A" enthaltenen Gleichungspaare, 
deren linke Seiten bezw. mit den Ableitungen (13) identisch 
sind, sich auf je eine Gleichung reducirt, da ja nur jene beiden 
Ableitungen 2. 0. auf den linken Seiten von A" je zweimal 
vorkommen. 

21. Aus der so bewiesenen Passivität des Systems A folgert 
man ähnlich wie in Nr. 19 und unter den analogen Regularitäts- 
bedingungen die Existenz eines an der Stelle U{ = regulären 
Integralsystems 

(l6) Xi = tyl(Ui U* Wj) . (•=»! . . • n) 
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derart, dass die x und ihre parametrischen Ableitungen an der 
genannten Stelle bezw. in beliebig vorgeschriebene Werthe über- 
gehen. Nun ist aber das in Nr. 19 betrachtete Differential- 
system D in A enthalten, und alle parametrischen Grössen von 
D sind offenbar auch hinsichtlich des Systems A parametrisch. 
Die noch übrigen parametrischen Grössen von A bestehen aus 
den sämtlichen nach u^u^u^ genommenen Ableitungen von # n 

#25 x s- daraus folgt: 

Definiren die Formeln 

(17) Xi = <pi{uiu%) («=1...») 

eine beliebige Integral - M 2 des gegebenen PFAFF'schen Systems A, 
so kann man ein und nur ein Integralsystem (16) des Differen- 
tialsystems A so bestimmen, dass identisch: 

(18) q>i(uiUv) ^ i/>»(t*i, Mg, 0) (t=i...w) 

« 

und dass die if^if^ ^3 ^^ diesen Bedingungen entsprechende, 
im übrigen willkürlich vorgegebene Funktionen von u x u^u^ 
bedeuten. 

Durch eine gegebene Integral- M% geht also eine, aber auch 
nur eine Integral- M d des Pf äff* sehen Systems A hindurcli. 

Um den zweiten Theil dieser Behauptung einzusehen, be- 
zeichnen wir in den Gleichungen A die Independenten mit tij 

statt mit Ui und nennen das so erhaltene Differentialsystem A. 
Es sei nun durch die Formeln 

(l9) Xi = ty'i(u'iU2U$) (» = l...n) 

ein Integralsystem von A dargestellt, derart dass die Gleichungen 

Xi = tyi (ui u% 0) (• = 1 • • . n) 

dieselbe Integral -M 2 definiren wie die Formeln (17). 
Führen wir dann mittels der Beziehungen 

tyi(u\U$Uz) = tyi(uiU2U 9 ) (» = i, 2, 8) 

statt der u\ die ui als Independente in A ein, so verwandelt sich 
dies System, wie man sofort erkennt, direkt in A, und die 
Funktionen ty'i gehen in Integralfunktionen 1^(4*11*24*3) von A 
über, von denen die ersten drei mit 1/^2^3 bezw. übereinstim- 
men, während die übrigen ^ vermöge i/ 3 = sich in die ent- 
sprechenden <p,- (1*1 1*2) verwandeln. Da aber A nur em Integral- 
system mit diesen Eigenschaften besitzt, so sind die ipi mit den 
i/;,- überhaupt identisch, was zu zeigen war. 
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22. Die vorstehende Schluss weise wird nur dann hinfällig, 
wenn die Ausgangs -M 9 (17) so gewählt ist, dass die 4 linearen 
Gleichungen (io 2 ) (io 3 ) sich auf weniger als drei linear unab- 

dx. 
hängige Eelationen für die -5-^- reduciren. Dies ist aber nach 

60 01*3 

Nr. 13 nur dann der Fall, wenn die Verbindungsgerade der 
Punkte §W|W (g. den Anfang der Nr. 20) auf unbegrenzt vielen 
Congruenz - ft 2 von (aß) gelegen ist, also entweder die in Nr. 13 
definirte Gerade g schneidet, oder auf der dreidimensionalen 
Mannigfaltigkeit m liegt. Es seien £ 1 • • • fo und fi • • • & zwei 
Punkte von g, die £, £' also rationale Funktionen der a ikh , die 
nach den Angaben der Nr. 13 leicht berechnet werden können; 
ferner sei die m durch das Gleichungspaar 

6 6 

2V#fc — 0, ^v&*=0 
1 1 

definirt, worin die ju, v ebenfalls rationale Funktionen der a iih 
bedeuten. Dann ist eine Integral - -3f 2 von der genannten be- 
sonderen Beschaffenheit dadurch charakterisirt, dass sie ausser 
den Gleichungen D der Nr. 19 auch noch entweder die Relationen 



«^7 ex. 



CX; 



2«iZ- 



(1=1,8) 



erfüllt, oder dem Gleichungensystem genügt, das sich durch Null- 
setzen aller 4 -reihigen Determinanten der Matrix 



Sit* 

dx t dx 2 
du t du t 

dx 1 dx 2 



dx t 



6 



• • • 



du t 



dx t 



6 



du 9 du 



2 



du 



2 



ergibt; durch eine solche M 9 gehen unendlich viele Integral- M 2 . 

Wir wollen das Hauptergebnis der beiden letzten Nummern 
so resumiren: 

Damit durch jede Integral-M 2 eines Pf äff' sehen Systems 6ter 
Stufe vom Charakter 2 und Bang 6 mindestens eine Integral- M z 
hindurchgehe, ist notwendig und hinreichend, dass die vierreihigen 
Hauptunterdeterminanten des Schema' s 



*a»*i-f |*«,*2 



(*,*«!,.. 6) 
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alle durch das Quadrat eines und desselben IAnearfaJctors theil- 
~bar seien. 

Es gibt unter dieser Voraussetzung unbegrenzt viele redu- 
cirte Formen mit n — 3 Tennen; um eine solche zu erhalten, 
hat man aus der Gesamtheit der dreifach ausgedehnten Integral- 
mannigfaltigkeiten ein „vollständiges Integral", d. h. eine den 
Kaum B n erfüllende oo n ~~ 8 -Schaar von Mannigfaltigkeiten irgend- 
wie herauszugreifen. 

23. Wir wenden uns dazu, für den allgemeinen Fall III 
(Nr. 1 2) die Möglichkeit einer Reduction auf n — 3 Terme zu 
diskutiren. Das Differentialsystem (9) (10) können wir hier nach 
Nr. 5 und 15 so schreiben: 

(26) i^JHHL^ yia.JjLL (, = 1,2,8 

^^ 3U M J& th dU M A = l..n-6) 

* 1 * 

6 9 6 9 

, n "ST* v x i ST* * x i 

( 2I ) 2! <*•« w; + *• 2f v » u;- ° 

(a, J = l, 2, 3); 

darin wollen wir nach der Vorschrift der Nr. 5 die p 1? £ 2 , p 3 
als weitere unbekannte Funktionen der Independenten u v u 2 , u 3 
betrachten. Differentiirt man jede der Gleichungen (21) unter 
Berücksichtigung der Eelationen (20) je einmal nach u v u^ t* 3 , 
so folgen durch geeignete Subtraktionen die Beziehungen: 

66 9 2 

21 2* (pik, + Qsv ik9 ) ^- ^ + 

( 22 ) .a* 6 a 9 6 2 



^- = 

(0,6 = 1,2,3; « = 1,2,8); 



+ du h 2l Vi8 du n du n 2l Vu du 

Di . tt a 1 



darin ist gesetzt: 

Pik* = Aipkt — A k p i9 \ 

v iks = AiVke — A k vit. 
Denken wir uns die Eelationen (21) in der Form 

v ' d u * ^ ^ M « 

aufgelöst, und die erhaltenen Werthe in (22) sttbstituirt, so ent- 
stehen Relationen der Gestalt: 
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s s 



2? %TT dx. dx h dq a yri dx. 

dq a X7 dx. 

die wir zur Abkürzung so schreiben wollen: 

(24) D£ - 0, D/ 3 - 0, D^ = (.= 1,2,3) 

Mulüplicirt man aber, die Ausdrücke D £ 2) 8 * 8 D f t bezw. mit den 
nachstehenden: 

8 ä 8 d 3 d 

2 ^" a^' J? *"<• ä^-5 J? ^" ä^"' 

1 3 1 * 1 ■ 

und addirt, so folgt 

(25) M12, Ns* + Mm N l9 + M S u N it «= (« = 1,2,3) 

wenn wir die als Faktor auftretende Punktionaldeterminante der 
3 Grössen x v x^ x z wegheben. Die linken Seiten der Relationen 
(25) sind rationale Funktionen der Grössen 

24. Wir setzen nunmehr voraus, dass die Relationen (25) 
identisch, d. h. für jedes beliebige Werthsystem x, q erfüllt sind. 
Dann ist für jeden Index 5 die erste der Gleichungen (24) eine 
Folge der beiden andern; diese letzteren denken wir uns nach 

dff a dQ a 
den Ableitungen ■* — , •* — aufgelöst und die so erhaltenen 6 

* 3 

Gleichungen mit Jff bezeichnet. Diese Relationen fügen wir zu 
den Gleichungen (20) und (23) hinzu, und bezeichnen mit 2) das 
solcherweise entstehende Differentialsystem 1. 0. mit den n -\- 3 
Unbekannten x, q. Dieses System, das nach den Ableitungen 

^ä, 1 1 d q a d q a 

(26) -—JL- (A=l..n-Sj « = 1,2,3) 

aufgelöst ist, besitzt nun die Eigenschaft der Passivität, d. h. jede 
Ableitung, die aus den Grössen (26) durch Differentiationen nach 
u 1 u 3 u s entsteht, lässt sich vermöge der Gleichungen, die aus 
3) durch wiederholte Derivationen nach den U{ hervorgehen, auf 
eine und nur eine Weise durch die x, q und ihre noch übrigen 
Ableitungen darstellen. 
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Dass in der That die Gleichungen 2. 0., die aus S) durch 
je einmalige Derivation nach u t u t u $ erhalten werden, für jede 
der Ableitungen «, 

du a du h 

nur je eine Darstellung liefern, folgt wie früher unmittelbar aus 
der Entstehungsweise der Eelationen (2$) und (24). Ferner be- 
stehen nach Nr. 4 vermöge der Relationen (20) (23) die 3 

Identitäten 

dD^ + dD{ z + dDf x _ («-1,2,3), 



d f* 8 du x du t 

worin nach Ausfuhrung der angedeuteten Differentiationen die 
Gleichungen (20) und (2^) zu berücksichtigen sind. Man er- 
schliesst jetzt ähnlich wie in Nr. 20 die Existenz ebenso vieler 
linearer Identitäten zwischen den Gleichungen 2. 0., die durch je 
einmalige Differentiation der Gleichungen D' nach u x u % u 9 her- 
vorgehen; daraus folgt aber sofort, dass jede der 3 Ableitungen 

5 * (, = 1,2,8) 

mittels 2) auf nur eine Weise durch die parametrischen Grössen 
ausgedrückt werden kann, das System S) also in der That 
passiv ist. 

In dem System 3) sind parametrisch einmal die x, sodann 
sämtliche Ableitungen der x l x% # 3 , endlich alle Grössen 

(27) O,, -— f (* = 1,8,8; * = l,2..rn ,«/.); 

* du* 

2) besitzt also ein und nur ein Integralsystem x t . . x n , Q v Q 21 Q s 
von der Eigenschaft, dass die x v # 2 i x z vorgeschriebene Funk- 
tionen der u bedeuten, während die Grössen (27) vermöge 
w 2 = 0, u s = in vorgeschriebene Anfangs werthe übergehen. 
Beachtet man aber die Relationen 

6 q 6 a 



2 



1 X 1 l 



und die durch wiederholte Derivation nach u x daraus folgenden 
Gleichungen, so kann man statt der Anfangswerthe der Grössen 
(27) auch diejenigen der Ableitungen 

d k x A d k x* d k x A 

iT> st, — Nl, 2,.. in m/.), 

du* du* du* 
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mitbin auch die Funktionen tp,- (w 1 ), in die die Funktionen 
x x . . x 6 vermöge «* 2 = 0, w 8 = Übergehen sollen, willkürlich 
vorschreiben, also der Integral-Jf s 

(28) Xi = tyi (U t Ug t* s ) (, = 1,2..», 

die Bedingung auferlegen, eine willkürlich gewählte Integral- 
kurve K des PFAFF'schen Systems A zu enthalten. 

Damit also durch jede Integrälkurve unseres JPfaf-f 1 scheu 
Systems eine Integral-M 9 hindurchgehe, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass die Bedingungen (25) für jedes beliebige Werth- 
system x, q stattfinden. Unter dieser Voraussetzung gibt es für 
das System A natürlich wiederum unbegrenzt viele Darstellungen 
mit n — 3 Tennen. 

Eine ähnliche Ueberlegung wie in Nr. 21 zeigt, dass durch 
eine beliebige Integralkurve K auch nur eine Integral- Jf 3 existirt. 

Die vorstehende Betrachtung verliert ihre Giltigkeit, wenn 
die Ausgangskurve K einem der drei Gleichungspaare 

, ^ dx i ^J dx i 

+? r du l ' *f du x 

genügt; dann hören nämlich die rechten Seiten des Differential- 
systems 3) für die gewählten Anfangswerthe auf, regulär zu sein. 
Man erkennt aber leicht, dass durch eine solche besondere Inte- 
gralkurve unbegrenzt viele Integral-3f 3 hindurchgehen (Nr. 26). 
25. Die Relationen (25) gestatten eine merkwürdige be- 
griffliche Deutung. Die erste derselben sagt nämlich aus, dass 

die Bilinearform: 

s s 



2 



<• >* M ikl £ i r\ k 






vermöge der Gleichungen 

3 s 

1 1 

null ist oder, was dasselbe bedeutet, dass die Bilinearform: 

6 6 6 6 

( 2 9) 2j 2j k V>i*iti'n* + Qi ^f ^J VititiVk 

11 11 

vermöge der Relationen 
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(3o) J^i^-0,^^-0 

(3^2^ , ' 2 ^ + ^ 2 2 vt ' 2 ^' == 2' t, ' 3 ^' + ^ 3 2 v ' 3 ^' ==() 

und der dazu congruenten Gleichungen verschwindet. Da aber 
die Relationen (31) von q l frei sind, so müssen die beiden Tenne 
in (29) für sich verschwinden; indem wir also die Bezeichnungen 
der Nr. 15 heranziehen, so folgt: Jede Gerade, die auf der 
Mannigfaltigkeit m 1 liegt und die zwei andern Mannigfaltigkeiten 
m 2 und n» 8 , also auch die Geraden g 2 und g 9 trifft, befriedigt 
die Congruenz: 

(32) 22 f * ,, * i ^* ==0; 22 i/, * i ^* ==a 

Jede solche Gerade gehört aber auch der Congruenz (aß) an; 
mithin ist vermöge der beiden Gleichungen (30) und der dazu 
congruenten jede der Bilinearformen (32) eine lineare Combina- 
tion der folgenden beiden: 

22 a ** l ^" 1? * ; 22 Äa2 ^^*' 

und da sich diese nach der Schlussbemerkung der Nr. 15 ver- 
möge (30) und der congruenten Relationen auf zwei linear un- 
abhängige Bilinearformen in 4 Variabeinpaaren reduciren, so folgt: 
Die drei Belationen (25) sagen aus, dass jedes der drei 
Pfaff 1 'sehen Systeme vierter Stufe 

6 



m 



6 6 



^(HadXi = , jy*Vi a dXi = 



den Charakter zwei besitzt. 

26. Sind die Bedingungen (25) identisch erfüllt, so bilden 
die bilinearen Covarianten jedes der Systeme # a je eine zwei- 
gliedrige 2? s -Congruenz, deren Direktricen die Geraden </*, g c sind. 1 ) 

Jede Integral -M 2 des PFAPp'schen Systems S a befriedigt 
natürlich auch das gegebene System A und soll eine „zwei- 
dimensionale Charakteristik" des letzteren heissen; es gibt drei 



1) a, b, c bedeutet fortan eine Permutation der Zahlen 1, 2, 3. 
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Kategorien solcher Charakteristiken; eine der ö-ten Kategorie an- 
gehörige bezeichnen wir mit C\. 

Nach meinen früheren Untersuchungen 1 ) geht durch eine 
beliebige Integralkurve K des Systems S a eine und nur eine C\ 
hindurch; nur wenn die Kurve K ausser den Relationen S a noch 
das eine oder das andere der Gleichungspaare 

^?Pif>dXj = , ^jvihdXj = 
bezw. 

S t V>itdXi — , ^VitdXj = 

erfüllt, gibt es durch K unbegrenzt viele C\. Eine sokhe Integral- 
kurve nennen wir eine „charakteristische Kurve" des PpAPF'schen 
Systems A und bezeichnen sie mit C\ bezw. C\. Jede Charakte- 
ristik C\ wird dorm von je einfach unendlichen Kurven C\ und 
ebenso von je einfach unendlich vielen Kurven C\ erzeugt. 

Da nun nach Nr. 15 eine beliebige u? der Congruenz (aß) 
die Mannigfaltigkeiten r^w^Wj nach je einer Geraden, und die 
Geraden g t g % g^ in je einem Punkte schneidet, so verincirt man 
leicht folgende Thatsachen: 

Jede Integral- M} des JPfaff' sehen Systems A wird erzeugt 
von je zweifach unendlich vielen charakteristischen Kurven eines 
jeden der drei Systeme, derart, dass durch einen beliebigen Punkt 
x x x% • • • x n der Integral- M z je eine auf ihr liegende Kurve Cj, 
Cj, C\ hindurchgeht; ferner wird jede Integral' M s auch erzeugt 
von je einfach unendlich vielen zweidimensionalen Charakteristiken, 
und zwar auf 3 verschiedene Arten, so dass von jedem Punkt 
der M z je eine auf ihr gelegene CJiarakteristik C\, C\ und C\ 
ausläuft. 

Durch jede C\ gibt es unbegrenzt viele Integral- Jf 3 ; durch 
eine beliebige Integralkurve des PrAPP'schen Systems A geht eine 
einzige Integral-Üf 8 ; durch eine Kurve K, die einem der PpAFF'schen 
Systeme S a genügt, gehen unbegrenzt viele Integral- M 9 , welche 
alle die durch K gehende Charakteristik C\ enthalten; durch eine 
C\ endlich gehen unbegrenzt viele Cj, C\ und Integral -M % 
hindurch. 

Das Differentialsystem 2) der Nr. 24 gehört sonach zu der 
bemerkenswerten Kategorie partieller Differentialprobleme 1. 0., 



»!" P*g- *88 u. f. 
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die ich in einer früheren Arbeit 1 ) als „Normalsysteme" be- 
schrieben habe. 

27. Die Bedingungen (25) können auf eine hinsichtlich Q ± Q2 9s 
ganzrationale Form gebracht werden; indem wir dann ausdrücken, 
dass sie für beliebige q stattfinden, gelangen wir zu Relationen, 
die nur die <*,-** und ihre ersten Ableitungen enthalten, aber in 
irrationaler Form. Zu einer rationalen Darstellung gelangt man 
durch folgende Ueberlegung, die uns zugleich eine neue, merk- 
würdige Interpretation unserer Bedingungen liefern soll. 

Zu diesem Zweck schreiben wir im Anschluss an die Be- 
zeichnungen von Nr. 23, Gleichung {23) das „erste erweiterte 

System" (Nr. 5) in der Form: 

8 

(33) dxs+ h = ^ib ih dXi <*-!,. ..«-»), 

1 

worin die bin Funktionen der Variabeln #, q bedeuten und die 
n -f- 3 Grössen x 1 q als ebenso viele unabhängige Variabein zu 
betrachten sind. Die zu dem erweiterten System gehörigen 
bilinearen Covarianten reduciren sich augenscheinlich auf drei un- 
abhängige und haben nach Nr. 23 die Gestalt: 

8 8 s 

11 1 

Die sechsreihige Determinante: 







* 


* 


l t N lu k*N 12y l z N n 


* 
hN lt 


* 

hN %l 





A1-N31, ^2-^82» ^8-^83 



hNu 


faN 2 3 


A 3 JV33 






hat die Form cA*;i|jlJ, und die Relationen (25) besagen, dass ver- 
möge irgend zweier der Relationen ^ = 0, A a = 0, Ag = alle 
4 -reihigen Determinanten obiger Matrix verschwinden. 

1) Math. Ann. 49 p. 543 (1897); v gl- aii ch diese Berichte 1897 P a g- 3 2 9 
und Comptes Rendus vom 3. Aug. 1896. 

Math.-phys. C lasse 1900. 17 
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Die Bedingungen (25) drücken also aus, dass die drei InUnearen 
Covaticmten des ersten erweiterten Systems ein verkettetes Tripel 
bilden (Nr. 16). 

Andererseits haben wir in Nr. 16 das erste erweiterte System 
in der rationalen Form 



(J4) 



u^-2^. 



(A=»l, • - -1» — 6) 





<Xikiflkdx { = > yaik%vikdXi= y > t yikV\kdBi=Q 




dargestellt, worin man etwa, um die Ideen zu frriren, r\ x = 1, 
^ 2 = 0, r\ z = setzen, und die # sowie die tfcifetfa als die n -f- 3 
unabhängigen Yariabeln betrachten kann. Da ferner der Charakter 
des „verketteten Tripels" bei beliebiger Variabelntransformation 
erhalten bleibt, so brauchen wir, um die Bedingungen (25) in 
rationaler Form zu erhalten, nur die Bedingungen dafür auf- 
zuschreiben, dass die 3 bilinearen Covarianten des PFAFF'schen 
Systems (34) ein verkettetes Tripel bilden. 

Wegen der Complicirtheit der Endformeln verzichten wir auf 
deren Wiedergabe. 

28. Nach Nr. 5 kommt die Bestimmung der allgemeinsten 
n — 3-gliedrigen reducirten Form für das System A darauf hinaus, 
die QiQzQs in allgemeinster Weise derart als Funktionen der x zu 
bestimmen, dass das erste erweiterte System unbeschränkt inte- 
grabel wird. Jedes derartige Funktionentripd tnuss nun, wie sich 
aus Nr. 23 fast unmittelbar ergibt, alle drei Relationen (25) 
identisch erfüllen. Wenn also dieses Gleichungssystem nicht für 
jedes beliebige Werthsystem #, q besteht, und wenn sich aus ihm 
durch Elimination der q eine Relation zwischen den x allein er- 
gibt, so besitzt das vorgelegte PFArp'sche System A überhaupt 
keine reducirte Form mit n — 3 Tennen. Lassen sich anderer- 
seits die Gleichungen (25) nach QiQ%Q$ auflösen, so ist für jedes 
der so definirten Funktionentripel zu untersuchen, ob es in das 
erweiterte System substituirt dieses letztere unbeschränkt integrabel 
macht, und es gibt dann eine oder mehrere reducirte Formen mit 
n — 3 Termen. Reduciren sich endlich die Gleichungen (25) auf 
zwei bezw. eine unabhängige, die zwei bezw. eine der Grössen 
q durch die andern q und die x auszudrücken erlauben, so 
erhält man durch Substitution dieser Ausdrücke in das erste 
erweiterte System (34) ein PFAFF'sches System 2 fünfter resp. 



Ppapp'sche Systeme. 213 

vierter Stufe mit n -f- 2 resp. n -f- 1 Variabein. Vermöge 
eines allgemeinen Princips, für dessen Formulirung ich teils 
auf die Arbeit „II", teils auf eine später zu gebende ausführliche 
Darstellung verweisen muss, kommt dann unser Problem darauf 
hinaus, das System 2J auf n — 1 bezw. auf n — 2 Tennen zu 
reduciren, eine Aufgabe, deren Lösung in der citirten Abhandlung 
gegeben wurde. 

29. Die in Nr. 12 mit IV und V bezeichneten Fälle erledigen 
sich durch ganz ähnliche Überlegungen wie die bisher behandelte 
Annahme HL Man hat nur in den Formeln (14) bezw. (15) des 

d x i 
§ 2 die ti durch « — zu ersetzen, dem Index s der Reihe nach 

die Werthe 1, 2, 3 beizulegen und das so entstehende neungliedrige 
Gleichungensystem den Relationen (20) pag. 205 hinzuzufügen. 
Differentiirt man das gewonnene Differentialsystem je einmal nach 
u v m 2 , Mg, so folgt durch geeignete Subtraktionen ein System von 
9 bilinearen Gleichungen, aus denen sich die ersten Ableitungen 
von q u (13, p 3 in ganz ähnlicher Weise eliminiren lassen wie im 
Falle JH. Solcherweise gelangt man zu drei den Relationen (25) 
entsprechenden Bedingungsgleichungen zwischen den x und q. Sind 
diese für jedes Werthsystem #, q erfüllt, so zeigt man wie in 
Nr. 24 die Existenz einer und nur einer Integral -Jf 3 , die eine 
beliebig vorgegebene Integralkurve enthält, und auch die weitere 
Diskussion ist im Wesentlichen dieselbe wie beim allgemeinen 
Fall; eine erhebliche Modification erleiden nur die Definitions- 
gleichungen der charakteristischen Mannigfaltigkeiten. 

München, im September 1900. 
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Gerhard Kowalewski: Einige Bemerkungen zur Theorie der 
stetigen Functionen einer reellen Veränderlichen. (In der Sitzung 
vom 3. Dezember 1900 vorgelegt durch Herrn 0. Holder, o. M.) 

In der Theorie der stetigen Functionen einer reellen Verän- 
derlichen wird sehr viel Gebrauch gemacht von dem Weier- 
strass' sehen Satze, dass eine Function, die in einem Intervall 
(mit Einschluss der Grenzen) stetig ist, in demselben ein Maxi- 
mum und ein Minimum hat. 1 ) Bekanntlich hat Kronecker gegen 
dieses Operieren mit dem Maximum und Minimum Bedenken ge- 
äussert. Er vermisste, wie Herr Netto berichtet 2 ), vor allem 
„die Angabe einer Methode, durch welche ein solches 
Maximum oder Minimum mit willkürlich vorgeschrie- 
bener Genauigkeit bestimmt werden könnte." 

Wenn es auch unmöglich sein dürfte, in der Theorie der 
stetigen Functionen solche Bedenken wie die KRONECKER'schen ganz 
zu umgehen, ohne auf die Allgemeinheit der Sätze zu verzichten, 
so kann doch der Fall vorkommen, dass von zwei Verfahrungsweisen 
die eine weniger als die andere jenen Bedenken unterworfen ist. 3 ) 
Ob dies von den im folgenden mitgeteilten Beweisen einiger Sätze 
über stetige Functionen im Vergleich zu den üblichen Beweisen 
gilt, die sich auf den WEiERSTRASs'schen Maximumssatz stützen, 
mag dahingestellt bleiben. Es käme darauf an, ob man den Be- 
weis des Satzes, dass eine stetige Function /*($), die für x = a 
und x = b Werte mit entgegengesetzten Vorzeichen hat, an einer 
Stelle x = c zwischen a und b verschwindet,vom Kronecke umsehen 
Standpunkte für weniger bedenklich hält als den des Weebrstrass'- 
schen Maximumssatzes. 



1) Vgl. Dun, Theorie der Functionen einer reellen veränderlichen 
Grösse, deutsch von Lüeoth und Schbpp. 

2) Kbonecker'b Vorlesungen über einfache und vielfache Integrale, 
Anmerkung zu Seite 12. 

3) Es soll keineswegs behauptet werden, dass eine solche Beur- 
teilung der betr. Verfahrungsweisen über ihren Wert entscheidet. 
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I. 

Der Satz von Eolle. 

Wir beweisen zunächst den folgenden Hilfssatz: 
Ist die Function f{x) in dem Intervall (a . . . b) mit 
Einschluss der Grenzen stetig und ist ferner f(a) = f(p), 
so giebt es ein ganz innerhalb des Intervalles (a . . . b) 
gelegenes Intervall (a x . . . b t ) derart, dass b t — a x < J{fc — a) 
und f(a t ) = f(b t ) ist. 1 ) 

Wir teilen (a . . . b) durch die Werte # = a\ x = V (> a) 
in drei gleiche Teile. Ist dann f(a') = f(b'), so setzen wir 

a t = d, b x = b'. Wenn dagegen f(a) ^ f(b') ist, so haben von 

den Gliedern der Summe 

[/•(«') -tf«)] + [f(b'j-f(a)] + [f(b) -/•(&')] = /•(6)-/ f (a)=0 

sicher zwei benachbarte entgegengesetzte Vorzeichen. Es werden 
also entweder f(d) — f(a) und f(b') — f(a) verschiedene Vor- 
zeichen haben oder f(b') — f(cf) und f(b) — /*(&')> °^ er es wlr< ^ 
beides der Fall sein, und dann wollen wir nur das erstere in 
Betracht ziehen. 

Wenn die Vorzeichen von f(a) — f(a) und f(b') — f(aT) ent- 
gegengesetzt sind, so wähle man eine Grösse C, die sowohl zwi- 
schen f{a) und f(d) als auch zwischen f(a') und /*(&') liegt, 
z. B., um eine bestimmte Vorschrift zu geben, das arithmetische 
Mittel von f(a) und dem nächst benachbarten der Werte /*(a), 
f(b'). Es giebt dann 2 ) zwischen a und a eine Stelle a x und 
zwischen a und b' eine Stelle b x derart, dass f(p^) = fip^) = 
ist. Das Intervall (a x . . . b t ) genügt auch der andern Forderung 

&i - a i < 10 - »)• Wenn nur f(P') - f( a ') und f(P) - /*(&') 

entgegengesetzte Vorzeichen haben, so sei C das arithmetische 
Mittel von f(b') und dem nächst benachbarten der Werte /*(<&'), 
f(b). Man gelangt dann in analoger Weise wie vorhin zu einem 
Intervall (% . . & x ), welches ganz innerhalb von (a . . . b) liegt, 
und für welches f(a x ) = /*(&i)> b ± — a x < f (b — - a) ist. 

Es liegt nahe, das Verfahren, welches von (a . . . b) zu 



i) Es wird angenommen, dass a < b ist. Entsprechendes gilt von 
den andern Intervallen. 

2) Das Verfahren zur Bestimmung dieser Stellen lässt sich durch 
passende Vorschriften so regeln, dass es eindeutig wird. 
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(ai . . . b t ) führte, zu wiederholen. Dadurch entsteht eine Reihe 
von Intervallen 

(a . . . 6), (a x . . . b t \ (<% . . . & 2 ), , 



wo jedes Intervall ganz innerhalb des vorhergehenden liegt, wo 
ferner 

/•(«) - /W, f(<h) -f(p& /fo) - f(h\ 

ist und hinsichtlich der Grösse der Intervalle die Ungleichungen 

bn-a n <(D\b-a) 
bestehen, woraus hervorgeht, dass 

lim (b n — a n ) = 

ist. Dann definiert aber nach bekannten »Principien die obige 
Reihe von Intervallen eine bestimmte Stelle x = c, die im Innern 
eines jeden dieser Intervalle liegt. 

. Um den Satz von Rolle zu erhalten, machen wir jetzt über 
die Function f(x) die weitere Annahme, dass sie im Innern des 
Intervalles («...&) überall eine bestimmte Ableitung f (x) be- 
sitze. Damit soll gemeint sein, dass an jeder Stelle zwischen a 
und b der vorwärts und der rückwärts gebildete Differenzen- 
quotient beide denselben Grenzwert haben, der auch unendlich 
(aber mit bestimmtem Vorzeichen, also entweder + <x> oder — oc) 

sein darf. Dann ist der Grenzwert von -^^ /_L_!y <j a fa ese 

b n — a n ' 

Grösse offenbar zwischen * ^- und — liefft, mit 

b n — c a n — c e ' 

f(c) identisch, folglich f(c) = 0. Das ist aber der Satz von Rolle. 

Es sei noch bemerkt, dass der obige Beweis dieses Satzes 

abgesehen von der Voraussetzung hinsichtlich der Ableitung nur 

verlangt, dass f(x) alle zwischen f(x^) und f(x % ) liegenden Werte 

annimmt, wenn x die Werte zwischen x x und x 2 durchläuft. 

Dabei sind x l und x % zwei beliebige Werte aus dem Intervall 

(a . . . b) mit Einschluss der Grenzen. Diese Eigenschaft hat man 

früher als Definition der Stetigkeit benutzt (z. B. that dies Gauss), 

sie besagt aber bekanntlich weniger als die Stetigkeit in dem 

jetzt üblichen Sinne. 1 ) 

i) Einen etwas umständlicheren Beweis des Satzes von Rolls, der 
dieselben Voraussetzungen macht wie der hier mitgeteilte, habe ich 
in Bd. 43 der Zeitschrift für Mathematik und Physik veröffentlicht. 
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2. 

Der Mittelwertsatz. 

Wenn eine Function f(x) in dem Intervall (a . . . b) mit 
Einschluss der Grenzen stetig ist und im Innern desselben überall 
eine bestimmte Ableitung besitzt (in dem oben definierten Sinne), 
so giebt es im Innern des Intervalles eine Stelle x = c derart, dass 

**&?■- r® 

ist. 

Diesen sogenannten Mittelwertsatz führt man gewöhnlich auf 
den Satz von Rolle zurück, indem man die Function 

f(x) f(a) f(b) 
x a b 

111 



betrachtet, welche die Bedingungen des RoLLE'schen Satzes erfüllt. 

Ich will hier einen directen Beweis mitteilen, womit dann 
zugleich der RoLLE'sche Satz neu bewiesen ist. 

Man teile wie früher das Intervall (a . . .6) durch x = a', 

x = b' in drei gleiche Teile. Es werde b — a = 3ft, \T __ 
= A gesetzt und man betrachte die Function 

Sie ist in dem Intervall (a . . . b') mit Einschluss der Gren- 
zen stetig. Wenn nicht q> (a') = ist, so haben von den Glie- 
dern der Summe 

g>(a) + ?(aO + 9>(&') = 

sicher zwei benachbarte entgegengesetzte Vorzeichen. Daraus 
folgt, dass es entweder zwischen a und a oder zwischen a und b' 
eine Stelle giebt, wo die Function g> verschwindet. Es kann auch 
beides der Fall sein. Jedenfalls sehen wir, dass es ein Intervall 
(«i . . . &i) giebt, welches ganz innerhalb (a . . . b) liegt, und für 

W ei ch e S f(\)-n<h) = m-m b h-a Durch 

b t — a x b — a' 1 x 3 

geeignete Vereinbarungen lässt sich erreichen, dass das Verfahren 
zur Bestimmung von (a x . . . b^) eindeutig wird. Die Wieder- 
holung des Verfahrens führt dann zu einer Reihe von Intervallen 

(a . . . 6), (a^ . . . fej), (a 2 . . . 6 2 ), . . . . t 
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wo jedes Intervall ganz innerhalb des vorhergehenden liegt, wo ferner 

f(bn) — f(a n ) f(b) — f(a)..^ . . , ,. . ,. 

— ,— — - — - «■ '-±4 -^ ist für w = 1, 2, ... . und hinsicht- 

bn —a n b — a ' ' 

lieh der Grösse der Intervalle die Gleichungen 

hn-a n - (|) w (6 - a) 
gelten, so dass 

lim (b n — a n ) = 

ist. Es giebt also eine Stelle x = c, die innerhalb eines jeden 

dieser Intervalle liegt, und da " zwischen den beiden 

6 ' b n — a n 

Differenzenquotienten " ___ und liegt, die beide 

für unendlich zunehmendes n den Grenzwert f (c) haben, so ist 



f(p) 



b — a 



3. 
Eine Eigenschaft der Ableitung einer stetigen Function. 

Wir machen dieselben Voraussetzungen wie in der vorigen 
Nummer. x x und x% (> x^j seien zwei Werte zwischen a und 6, 
C eine beliebige Grösse zwischen f (a^) und f (x 2 ). *) Die 
Function 

F(x) - f{x) - Cx 

erfüllt gleichzeitig mit f(x) alle unsere Voraussetzungen und hat 
an den Stellen x = x t , x = x% Ableitungen mit entgegengesetzten 
Vorzeichen. Wir wählen nun in dem Intervall (x x . . . # 2 ) die 
Stellen x x \ x 2 ' so nahe an x t bezw. # 2 , dass die Differenzen- 
quotienten 

FCO - FW F(x' % )-F(x % ) 






im Vorzeichen mit F'(x^) bezw. F' (x 2 ) übereinstimmen. Dann 
haben die Grössen F(xf) — F(x t ), F(x 2 ) — F(x 2 ) entgegenge- 
setzte Vorzeichen. Wenn nun nicht F(x s ') — F(x{) = ist, so 
haben entweder F(x{) — F(x t ) und F(z/) — F{x/) oder F(x i f ) 
— F(xi) und F(x 2 ) — F(x 2 ) entgegengesetzte Vorzeichen. Im 



1) f {x x ) und /' (#,) können auch die Werte -f 00 und — 00 
haben, werden aber als verschieden vorausgesetzt. 
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ersten Falle würde es zu einer beliebigen Grösse K, die sowohl 
zwischen F(x^) und F(x±) als auch zwischen F(x{) und F(x 2 ') 
liegt, zwischen x ± und x-[ eine Stelle x = x t " und zwischen x t ' 
und x 2 ' eine Stelle x = x 2 geben derart, dass F{x^ f ) = F(x 2 ") 
= X ist. In analoger Weise würde man im zweiten Falle ver- 
fahren. Jedenfalls erkennen wir, dass es im Innern von (x t ... x % ) 
ein Intervall (x t " . . . x 2 ") giebt derart, dass F{x^) = F(x 2 ") 
ist. Dann giebt es aber nach dem Satz von Rolle eine Stelle 
x = c im Innern von (x x ... # 2 ), an welcher 

ist. .Die Ableitung einer stetigen Function hat also (wenn sie 
überhaupt, und zwar in dem oben angegebenen Sinne, existiert) 
mit den stetigen Functionen die Eigenschaft gemein, dass sie beim 
Übergange von einem Werte zu einem andern jeden dazwischen 
liegenden Wert annimmt. 1 ) 

i) Dieser Satz wird gewöhnlich unter Benutzung des Weierstrass'- 
schen Maximumssatzes bewiesen. Vgl. auch Pasch, Einleitung in die 
Differential- und Integralrechnung, Seite 86. Hier findet man einen 
dem obigen ähnlichen Beweis, der aber die Voraussetzung macht, dass 
f von x x bis x t endlich bleibt. 



Druckfertig erklärt 6. 1. 1901.] 



Friedrich Engel: Ein neues, dem linearen Komplexe ana- 
loges Gebilde. (Zweite Mittheilung). 1 ) 

In meiner ersten Mittheilung (diese Berichte 1900, S. 63 — 76) 
habe ich gezeigt, dass in einem Baume von sechs Dimensionen 
durch jedes allgemeine Werthsystem Pikj (i,k,j = 1 • • • 7), das 
den Bedingungen: 

( 2 7) Pikj +Pkij =Pikj +Pjki=Pikj +Pijk =0 

genügt, eine vierzehngliedrige einfache projektive Gruppe definirt 
ist, die die von Killing entdeckte Zusammensetzung hat. Bei 
dieser Gruppe blieb der Inbegriff aller zweifach ausgedehnten 
Ebenen des i2 6 invariant, die durch die sieben Gleichungen: 

(28) 2? +Pikj x a VßZ Y *=Q 

definirt sind, wo iJcjaßy irgend sechs der Zahlen 1 ... 7 be- 
zeichnen und wo das Summenzeichen bedeutet, dass alle Permu- 
tationen von ?, k, j, a, ß, y zu nehmen sind, die geraden mit dem 
Pluszeichen, die ungeraden mit dem Minuszeichen. Ich erwähnte 
ausserdem, dass bei der Gruppe zugleich eine gewisse Mannig- 
faltigkeit zweiten Grades invariant bleibt, und dass alle auf dieser 
Mannigfaltigkeit liegenden 2? 8 , die den Gleichungen (28) genügen, 
einen Komplex bilden, der zu dem linearen Komplexe des ge- 
wöhnlichen Baumes sehr viele Analogien darbietet. Jedoch hatte 
ich damals alles das nur aus einer gewissen Normalform er- 
schlossen, auf die das Gleichungensystem (28) durch projektive 
Transformation des B 6 gebracht werden kann; ich konnte zum 
Beispiel noch nicht einmal die Gleichung jener Mannigfaltigkeit 
zweiten Grades aufstellen, die zu einem beliebigen Gleichungen- 
systeme (28) gehört. 



1) Angekündigt in der Sitzung vom 3. December,- das Manuskript 
eingereicht am 17. December 1900. 
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Ich werde jetzt zunächst diesen Punkt erledigen, dann aber 
die Anfange zu einer allgemeinen Theorie des neuen geometrischen 
Gebildes entwickeln. 

• § 6. 

Zunächst ist es zweckmässig, die sieben Gleichungen (28) 
in eine einzige zusammenzufassen, nämlich in diese: 

wo das Summenzeichen andeutet, dass die Zahlen 1 • • • 7 auf 
alle möglichen Arten zu vertauschen sind und dass gerade Per- 
mutationen das Pluszeichen, ungerade das Minuszeichen bekommen 
sollen. Diese neue Gleichung scheidet dann unter den 00 12 drei- 
fach ausgedehnten Ebenen E 3 des Jß 6 eine Schaar von 00 11 aus, 
und die Gleichungen (28) definiren alle E 2 des JB 6 , die der 
Gleichung (29) bei ganz beliebiger Wahl des Punktes J genügen. 
Verstehen wir nunmehr unter u ± • • • w 7 , v x • • • v v • • • die 
homogenen Koordinaten von fünffach ausgedehnten Ebenen E 6 des 
Jf? 6 , so können wir die Gleichung (29) in der einfacheren Form: 

1 ...7 

(30) S.PikjUjVkWj^ 

ikj 

schreiben. Durch (30) ist jeder E 6 w 1 • • • iv 7 des R 6 ein Kom- 
plex von 00 9 E± : U{Vk — UkV i zugeordnet und diese sämtlichen 
Komplexe haben eine gewisse Anzahl von J£ 4 gemein, deren In- 
begriff durch die Gleichungen: 

1 ...7 

(30 ' ^jPikjUiV k = = i. ..7) 

dargestellt wird. Wir werden sehen, dass diese Gleichungen sehr 
leicht zu der gesuchten Mannigfaltigkeit zweiten Grades führen, 
und dass sie zugleich ein geometrisches Gebilde definiren, das 
nichts anderes ist als das dualistische zu dem in meiner vorigen 
Mittheilung eingeführten. 

Die Gleichungen (31) werden zufolge (27) durch die Sub- 
stitution: v k = QUk identisch erfüllt, welchen Werth auch 9 haben 
mag. Setzt man andrerseits mit Jacobi 

1 ...7 
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und schreibt also (31) in der Form: 

so kann man die Verhältnisse der v k in andrer Weise ausdrücken. 
Multiplizirt man nämlich (31') mit dem JACOBischen Symbole 
{hhhJi) ^^ summirt cyklisch nach ,;,,;'!, . . . j 4 , so bekommt man: 

1 ...7 

k 

oder, wenn unter j ± • • • j 1 die Zahlen 1 • • • 7 in irgend einer 
Reibenfolge verstanden werden: 

mit andern Worten: 

(32) v x iv % : (234567):(34567l):.-.- 

Da diese Auflösung der Gleichungen (31) nothwendig in der 
allgemeinen Form: t;*= QUk enthalten sein muss — man über- 
zeugt sich nämlich leicht, dass für beliebige Werthe der pikj 
keiner der sieben Ausdrücke (2 3 • • • 7), • • • identisch verschwin- 
det — so ist klar, dass die Glieder auf der rechten Seite der 
Proportion (32) alle einen Faktor vom zweiten Grade in u^ . . . u 7 
gemein haben müssen. Durch Ausrechnung findet man: 

1 ...7 

(23456 7) = i2jUiU k uj ^ +puiP4&kP*ij , 

ixj 3. ..7 

wo in der zweiten Summe die Zahlen 3 • • • 7 auf alle möglichen 
Arten zu vertauschen sind. Jener gemeinsame Faktor zweiten 
Grades bekommt daher die Form: 

1 ... 7 

(33) 2*i**i*k—V 

ik 

wo die Koefficienten a ik aus den beiden: 



a u — \^J ±i>issJPi462>i67 



(34) 



»...7 



a l% s 8 ;Zj ±^123^145^867 
3. ..7 



durch Vertauschung der Zahlen 1 • -7 gebildet werden können. 
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Setzen wir jetzt noch ^}<*ik v i v k "" "P* so ^ kl ai S dass 
die Gleichungen (31), in denen die u und v vollkommen gleich- 
massig auftreten, die folgenden nach sich ziehen: 

( u i v k ~~ u k v d & = 0, (u t v k — v ( u k ) V = (*\*=1...7), 

dass also die beiden Ebenen u und v stets zusammenfallen, ausser 
wenn sie die Gleichungen U — und V = erfüllen, wenn sie 
also beide einer gewissen Mannigfaltigkeit zweiter Klasse ange- 
hören. Mit andern Worten, jede 23 4 , die den Gleichungen (31) 
genügt, ist so beschaffen, dass das Büschel der 00 1 durch sie 
gehenden 2£ 5 der Mannigfaltigkeit zweiter Klasse U = an- 
gehört. 

Es sei nunmehr U =* 0, dann verschwinden in den Gleich- 
ungen (31') für die v k alle sechsreihigen Determinanten und, da 
(kf) + 0'*) * ist, zugleich alle funfreihigen, unter den Gleich- 
ungen (31') sind daher nur vier von einander unabhängige vor- 
handen. Um das deutlicher hervortreten zu lassen, multipliciren 
wir (31') mit (J^) und summiren cyklisch nach j,j v fa, dann 

kommt: 

1 ...7 

Jfc 

also: 

4 ... 7 

(35) ^(äÄ**)*/*-^ 

k 

wo j t * - - jfj die Zahlen 1 • • • 7 in irgend einer Reihenfolge sind. 
Hier können die 35 Ausdrücke O'i"'"^*) n i c ht a U e identisch 
verschwinden, es sei denn, dass in U alle Koefficienten a ik ver- 
schwinden, wie aus der Beziehung: 

Ja • • • J« 

hervorgeht, in der j t • • • ^' 7 eine gerade Permutation von 1 • • • 7 
bezeichnet und die Summe nach j 2 • ■ • j 6 cyklisch zu bilden ist. 
Demnach ordnen die Gleichungen (35) jeder E 6 u, die unsrer 
Mannigfaltigkeit zweiter Klasse angehört, eine Schaar von 00 8 
ebensolchen Mannigfaltigkeiten v zu, der die Mannigfaltigkeit u 
selber angehört. Diese Schaar besteht aus allen E b des i? 6 , die 
durch eine gewisse ebene dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
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E z gehen, und es ist klar, dass die homogenen Koordinaten dieser 
E z sich durch u folgendermassen ausdrücken: 

(36) ^ ± W^sl h = (ikjh), 

wo i, Je, j, h irgend vier der Zahlen 1 • • • 7 sind und x, y, z, j 
vier beliebige Punkte der E v 

Bedenken wir endlich, dass die Gleichungen (31) die u und 
v in den Verbindungen u { v k — u k v i enthalten und also eine 
Schaar von E A des R 6 darstellen, so erkennen wir, dass die 00* 
E h die durch (35) jeder E 5 u zugeordnet sind, sich in 00 * 
Büschel von je 00 1 anordnen, deren jedes eine auf der E 5 u 
liegende E± zur Axe hat; die so definirten oo 1 E A aber gehen 
alle durch die der E 5 u zugeordnete E s (36). 

Bequemer drückt sich das alles aus, wenn wir auf die eben 
beschriebene Figur die dualistische Transformation ausfuhren, die 
durch unsere Mannigfaltigkeit zweiter Klasse U = O bestimmt 
ist. Allerdings muss dabei vorausgesetzt werden, dass die Deter- 
minante der a ik nicht verschwindet, was, wie geeignete Wahl der 
Pikj zeigt, im Allgemeinen wirklich erfüllt ist. Setzt man zum 
Beispiel: 

#147 =#867 =Pm = — \Pm Ä 2^4661 #125 "= — 1 

alle andern Pikj aber gleich Null, so kommt: 
(12) - -*,, (23) = -^, (81) —u» (45) -n,, (56)-u 4 , (64)=« 5 

(U) - (25) - (36) - ^ 

(17) _ - A„ 4I (27) - - \u» (37) - - \u 6 

(47) - \u v (57) - \u» (67) - An,, 

während alle andern (ik) verschwinden. Demnach ergiebt sich: 

(123456) = — jujjt^ + ti,w 5 + u s u G + \u* } • 

Denken wir uns also die eben besprochene dualistische 
Transformation ausgeführt, so erhalten wir zunächst an Stelle 
unsrer Mannigfaltigkeit zweiter Klasse die zugehörige Mannigfal- 
tigkeit zweiter Ordnung JP 2 , unsre durch (31) definirte Figur 
aber verwandelt sich in eine von der folgenden Beschaffenheit: 
jedem Punkte der F 2 ist eine durch ihn gehende, gleichfalls der 
F 2 angehörige zweifach ausgedehnte ebene Mannigfaltigkeit E t 
zugeordnet und in dieser E % das Büschel aller durch den Punkt 
gehenden Geraden. Wir bekommen mithin unter den 00 6 2£ 2 , die 
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die F 2 enthält, <x> 5 ausgezeichnete derart, dass jedem Punkte der 
F 2 eine durch ihn gehende zugeordnet ist, ausserdem aber be- 
kommen wir unter den oo 7 Geraden der F 2 oo 5 ausgezeichnete 
derart, dass durch jeden Punkt der F 2 oo 1 gehen, die zusammen 
die dem Punkte zugeordnete E % bilden. Das ist aber genau 
dasselbe Gebilde, das ich in meiner ersten Mittheilung beschrie- 
ben habe. 

§ 7- 

Wir haben im vorigen Paragraphen die Gleichung der Man- 
nigfaltigkeit zweiter Klasse aufgestellt, die zu dem Werthsysteme 
Pik} gehört. Die Koefficienten dieser Gleichung sind vom dritten 
Grade in den 35 Grössen p,kj- Hieraus folgt, dass die Koeffi- 
cienten der Gleichung unsrer Mannigfaltigkeit in Punktkoordinaten 
vom 18ten Grade in den p^ werden. Zwar ist von vornherein 
zu vermuthen, dass alle diese Koefficienten einen Faktor von 
ziemlich hohem Grade gemein haben. Die Gleichung (30) nimmt 
nämlich bei der dualistischen Transformation die Form an: 

1 ...7 

(3o') ^QihjX^Zj^O, 

ikj 

wo die Qikj gewisse ganze Funktionen der p^ sind; stellt man 
nun die zu (30') gehörige Mannigfaltigkeit zweiter Ordnung auf, 
deren Gleichung vom dritten Grade in den g,# wird, und zu 
dieser die entsprechende Mannigfaltigkeit zweiter Klasse, deren 
Koefficienten mindestens vom i8ten Grade in den p ikj ausfallen, 
während sie blos den dritten Grad haben dürfen, so sieht man, 
dass das Auftreten eines solchen gemeinsamen Faktors in den 
Koefficienten in den meisten Fällen zu erwarten ist. Allein es 
ist offenbar aussichtslos, auf diesem Wege die Gleichung unsrer 
Mannigfaltigkeit zweiter Ordnung wirklich bilden zu wollen. Das 
Abscheiden jenes gemeinsamen Faktors wäre zwar eine soge- 
nannte ausführbare Operation, aber jedenfalls eine, zu der eine 
mehr als menschliche Geduld erforderlich wäre. 

Da nun auch alle meine sonstigen Versuche, die Gleichung 
jener Mannigfaltigkeit zweiter Ordnung auf ähnlichem Wege auf- 
zustellen, wie die der Mannigfaltigkeit zweiter Klasse, vergeblich 
waren, so musste ich mich nach einem andern Wege umsehen, 
der mich zum Ziele führen könnte. Diesen andern Weg fand ich 
denn auch in der symbolischen Methode der Invariantentheorie. 
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Noch bevor ich in der in § 6 angegebenen Weise die 
Gleichung der Mannigfaltigkeit zweiter Klasse gefunden hatte, 
hatte ich bei Study angefragt, wie man die Invariantentheorie 
auf meinen Komplex ptkj anwenden könne, und er hatte mir so- 
gleich geantwortet, dass die CLEBSCHische symbolische Methode 
mit einer von ihm selbst für den Fall alternirender Formen an- 
gebrachten Verbesserung sofort die Gleichungen gewisser kova- 
rianter Mannigfaltigkeiten zweiter Ordnung hinzuschreiben ge- 
stattet, deren Koemcienten vom vierten Grade in den p^j sind. 
Ich fand bald darauf die Gleichung der Mannigfaltigkeit zweiter 
Klasse und bildete mir infolgedessen ein, ich könnte auch ohne 
die symbolische Methode auskommen, so dass ich die von Study 
gegebenen Andeutungen nicht weiter verfolgte. Allein die Noth 
trieb mich schliesslich doch, daran anzuknüpfen, weil ich einfach 
nicht weiter kam, und nunmehr erkannte ich bald, dass die sym- 
bolische Methode in der That das geeignetste Instrument ist, um 
die von mir gefundenen Gebilde zu untersuchen, ja sie ist sogar 
das einzig dazu geeignete, wenn man sich nicht auf die Betrach- 
tung einer Normalform beschränken will, was doch nur ein sehr 
unvollkommener Standpunkt ist, zumal da man, wenn man ähn- 
liche Gebilde in höheren Bäumen untersuchen will, eine solche 
Normalform noch nicht kennt. Meine bisherige Gleichgültigkeit 
gegen die symbolische Methode verwandelte sich daher plötzlich 
in die höchste Werthschätzung, ja Begeisterung für sie, und ich 
hoffe, durch meine Untersuchungen zur Verbreitung dieser Auf- 
fassung beitragen zu können, obgleich ich ja vorläufig auf dem 
Gebiete der Invariantentheorie noch zu den Anfängern gehöre. 

Freilich bin ich bei der invariantentheoretischen Unter- 
suchung meines Komplexes von einem Abschlüsse noch weit ent- 
fernt, auch kann ich hier nur einiges Wenige von dem mittheilen, 
was ich bisher gefunden habe, aber schon das wird, denke ich, 
genügen, um meine eben ausgesprochene Ansicht zu bestätigen: 
man versuche nur einmal, Alles ohne symbolische Methode abzu- 
leiten, aber wohlbemerkt auch ohne eine kanonische Form zu 
benutzen! 

§ 8- 
Nach der symbolischen Methode von Clbbsch hätte man die 
linke Seite der Gleichung (29) in der Form: 

(37) (aßyxyzi) 
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zu schreiben, was eine Abkürzung für: 

ist und wo a, ß, y symbolische Faktoren erster Stufe sind der- 
art, dass erst jedes Produkt (*iß k y$ eine reelle Bedeutung hat und 
dass ein symbolischer Ausdruck dann und nur dann eine Kovari- 
ante von (37) ist, wenn die a, (3, y blos in den Verbindungen 
J^db UißkYJ vorkommen. Bei dieser Bezeichnung erscheint die 
linke Seite von (30) in der Form: 

(au){(ßv) (yw) — (yv) (ßw)} + (ßu){(yv)(aw) — (av) (yw)} + 

+ (yu)[(av)(ßw)-(ßv)(aw)), 
wo 

1 ...7 

(au) =*= ^, ctjUj 

i 

gesetzt ist. Ebenso würde jede kovariante Bildung, in der die 
drei Symbole a, ß, y auf zwei oder mehr Determinanten vertheilt 
sind, als eine mehrgliedrige Summe erscheinen; zum Beispiel wäre: 

(aßxyntj)(yu) , 

keine Kovariante von (37), sondern erst die Summe: 

(ctßxyz$tj) (yu) + (ßyxyz^t)) (au) + (yaxy#zt))(ßu). 

Man sieht hieraus, dass das Hinschreiben der symbolischen Bil- 
dungen recht umständlich werden kann; namentlich wenn 
mehrere Reihen von Symbolen a, (3, y auftreten, wird die Zahl 
der hinzuschreibenden Glieder bald erschreckend gross. Man 
könnte sich zwar damit helfen, dass man immer blos ein Glied 
hinschriebe, da sich die übrigen durch Vertauschung von a, j3, y 
sofort daraus ableiten lassen, aber diese Abkürzung würde doch 
das symbolische Rechnen ziemlich erschweren, weil man sehr leicht 
Irrthümern in den auftretenden Zahlenkoefficienten ausgesetzt wäre. 
Diesen höchst störenden Uebelstand vermeidet man durch 
ein von Study herrührendes Verfahren, das überhaupt für die 
invariantentheoretische Untersuchung der alternirenden Formen 
geradezu unentbehrlich ist. 1 ) 

1) Ich verdanke dieses Verfahren schriftlichen Mittheilungen 
Studyb. Veröffentlicht hat er es bisher noch nicht, doch wird es in 
seinem gegenwärtig im Drucke befindlichem Werke: „Geometrie der 
Pynamen" wenigstens für den E s auseinandergesetzt. Vgl. da S. 135. 

Math.-phys. C lasse 1900. 18 
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Nach Study betrachten wir die Form 

(37) (*ßyxy*i) 

als Ko Variante einer Form: 

(38) (au) (ßv) (yw) — F(u,v,w), 

für die folgende lineare Kovarianten: 

F(u,v,w) + F(u,w,v), F(u,v,w) + F(v,u y w) 

F(u,v,w) + F(w,v,u) 

identisch verschwinden. Daraus folgt sofort, dass 

F(u,v,w) = F(v,w,u) = -F(«0,w,v) 

ist, setzen wir also: 

1 ...7 

F(u,v y \w) — ^i?^y tf| * Ä «v, 
so genügen die #,*/ den Gleichungen (27) und es ist: 

= — ctißjy k = — «ifcft^ = — ajß k y { . 

Mit andern Worten: die Symbole a, 0, y sind so beschaffen, dass 
erst ein Produkt, in dem a, ß, y alle drei vorkommen, eine reelle 
Bedeutung hat und dass jede Vertauschung von zweien der Sym- 
bole a, 0, y einen Zeichenwechsel des Ausdrucks bedingt, in 
dem sie als Faktoren auftreten. Es ist also zum Beispiel: 

(ßu) (av) (yw) = — (au) (ßv) (yw) 

und infolgedessen: 

(ßv) (au) (yw) = (au) (ßv) (yw), 

so dass in jedem symbolischen Produkte, das aus Faktoren von 
der Form: (au), (ßv) oder: (yt t • • • tf 6 ) besteht, unter t A • • • f 6 
reelle oder symbolische Faktoren erster Stufe verstanden, die ein- 
zelnen Klammerausdrücke in beliebiger Beihenfolge gesetzt wer- 
den können. 

Wir wollen nun Invarianten und Kovarianten unsrer Formen 
(37) und (38) bilden. Dabei benutzen wir Symbole or, |S, y mit 
verschiedenen Indices, aber wir gebrauchen die Indices nicht mehr 
in der bisherigen Weise, sondern zur Unterscheidung verschie- 
dener Beihen unserer Symbole. Es ist daher zum Beispiel: 
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wo 'für i x • • • ?* 7 alle möglichen Permutationen der Zahlen 1 • • • 7 
zu setzen sind, die geraden mit dem Pinszeichen, die ungeraden 
mit dem Minuszeichen. Ebenso wollen wir auch, wo es nöthig 
ist, die Buchstaben #, «/, z mit verschiedenen Indices versehen, 
um verschiedene Punkte des B 6 zu bezeichnen, und auch die 
Buchstaben w, v, w mit verschiedenen Indices, um verschiedene 
fünffach ausgedehnte Ebenen des B 6 auszudrücken. 

Die Invarianten und Ko Varianten, die wir bilden, bestehen 
sämmtlich aus Produkten, deren Faktoren die Form (au) oder 
(t x • • • f 7 ) haben, unter t L • • • t 7 Punkte oder Symbole a, ß, y 
verstanden. Bei der Bildung' solcher Produkte ist zu beachten, 
dass der Ausdruck (t t • • • £ 7 ) das Zeichen wechselt, wenn man in 
ihm irgend zwei der t k mit einander vertauscht. Daraus ergeben 
sich folgende Regeln: 

Ein Faktor (t t • • • / 7 ) verschwindet identisch, wenn in ihm 
zwei Reihen von Symbolen a t , ß ±1 y x und a 2 , 2 , y 2 vollständig 
enthalten sind. Also der Ausdruck («iß^c^/Jg^a;) kt identisch 
null, auch wenn man in ihm den Punkt x durch einen symbo- 
bolischen Faktor erster Stufe <x 3 , j3 3 oder y 8 ersetzt. Zweitens 
verschwindet das Produkt: 

identisch, wenn sich zwei Reihen cc ly ß v y 1 und a 2 , 2 , y 2 von 

Symbolen derart auf die Klammern vertheilen, dass die eine 

Klammer aus jeder Reihe blos ein Symbol, die andre aber aus 

jeder Reihe zwei enthält. Endlich verschwindet ein Produkt: 

identisch, wenn jede der drei Klammern aus jeder der beiden 
Reihen a v ß l7 y ± und o^, j3 2 , y 2 e ^ n Symbol enthält. In jedem 
dieser drei Fälle wechselt nämlich der betreffende Ausdruck 
das Zeichen, wenn man i mit 2 vertauscht, während er doch 
bei dieser Vertauschung seinen Werth nicht ändern darf. 

Zur Ableitung der linearen Relationen, die zwischen den 
gebildeten Invarianten und Kovarianten bestehen, dient die fol- 
gende bekannte Identität: 

1 ...7 

(40) ( Sl • • • s 7 ) & • • • f 7 ) = 2* (v ' * V*)('i "•**-iM*fr'-*i)» 

k 

die eine Relation zwischen den siebenreihigen Determinanten einer 
Matrix mit sieben Reihen und vierzehn Spalten darstellt. Einen 

18* 
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Beweis dieser Identität findet man zum Beispiel in den „Determi- 
nanten u von Pascal, deutsche Ausgabe von Leitzmaxx, 
8. 121 f. (Leipzig 1900, bei Teubner). Wir benutzen diese 
Identität häufig in der Form: 

1...7 

(40') («I») & • • • t,) = 2* (t k u) (t, ■ ■ ■ « M s t k+1 ■ . ■ f 7 ), 

k 

die immer anwendbar ist, wenn sechs von den Ausdrucken 
s t • • • s 7 Punkte sind. 

§ 9-' 

Dass zu der Form (38) oder was auf dasselbe hinaus- 
kommt, zu ihrer Kovariante (37) eine gewisse Mannigfaltigkeit 
zweiter Ordnung gehört, wissen wir schon. Unsre symbolische 
Darstellung erlaubt uns aber, die Gleichung dieser Mannigfaltig- 
keit sowohl in Punkt-Koordinaten als in Ebenen-Koordinaten so- 
fort hinzuschreiben. 

In der That, eine zu (37) kovariante Mannigfaltigkeit zweiter 
Ordnung ist: 

und aus den vorhin angegebenen Regeln folgt zugleich, dass alle 
andern kovarianten Mannigfaltigkeiten zweiter Ordnung, die man 
durch Bildung symbolischer Klammerprodukte erhalten kann und 
deren Grad in den Koefficienten jp,-*/ nicht grösser ist als vier, 
entweder identisch verschwinden, wie zum Beispiel: 

oder mit der hingeschriebenen übereinstimmen. Diese ist übrigens 
eben die Mannigfaltigkeit, die mir Study seinerzeit angab. 
Ebenso ist: 

(42) (<*!") (a^u) (Äftftya^&rs) 

eine kovariante Mannigfaltigkeit zweiter Klasse und zwar die 
einzige, deren Grad in den puj nicht grösser ist als drei, denn 
der Ausdruck: 

(<*i u ) (ßi u ) Ol «2 Ar« «3 hrz) 

verschwindet identisch, nicht blos deshalb, weil der Faktor 
(yi^&ya^s&ys) verschwindet, sondern auch noch aus einem 
zweiten Grunde: es ist nämlich nach dem früher Gesagten: 
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(«i«) (ßi u ) = GV) («i«) = - («i«*) (ßi u ) = o, 

was besonders erwähnt zu werden verdient. 

Die Mannigfaltigkeit zweiter Klasse (42) ist keine andere 
als die früher gefundene (33), denn der Ausdruck (42) erhält 
unsymbolisch geschrieben die Form: 

1. . . 1 

2j£t i ***** P *M* ****** Ui Uk 

wo für j t • • • j 7 in bekannter Weise alle Permutationen der Zahlen 
1 ... 7 zu setzen sind, und das ergiebt wieder die damals be- 
rechneten Koefficienten. Schwieriger ist es dagegen nachzuweisen, 
dass (41) nichts andres ist als die Mannigfaltigkeit zweiter Klasse 
(42) dargestellt in Punktkoordinaten. 

Um das einzusehen, muss man die beiden dualistischen 
Transformationen, die durch die zu (41) und (42) gehörigen Po- 
larsysteme : 

(40 («iPiri«8&«8*) (ftftra «40474*0 = L 

(42') (a 6 u) (a 6 u ) (ß 5 y 5 ß B y 6 « 7 /3 7 y 7 ) - M 

dargestellt werden, nacheinander ausführen und zeigen, dass dabei 
die identische Transformation herauskommt. Nun liefert die an- 
gedeutete Operation die ko Variante Kollineation: 



1...7 

jLJ dx' du'. 

i * l 



(43) 

( a iAyi a 2Ä«3 flJ ) (y^ßzrs^ß^n^) ( a & u ) (faybß%ys«nßiyi) 

und es ist also nachzuweisen, dass (43) bis auf einen konstanten 
Faktor die Form (xu) besitzt. 

Dieser Nachweis erfordert allerdings eine längere Rechnung, 
denn solcher Kovarianten wie (43), die in den p utj von siebenter 
Ordnung ist, giebt es im Ganzen ^^t abgesehen von denen, wo 
sich der Faktor (xu) abspaltet. Ich habe mich aber überzeugt, 
dass sich alle diese ^3 Kovarianten nur um Zahlfaktoren von 
einander unterscheiden und dass insbesondere (43) die Form: 

1 X 

(44) Y (^)( a l( 3 iyi Cf 202 a 803)(y2 a 4l 3 4y4 a 505 a 6)(y8y506y6 a 707y7) = 7 O) 

besitzt, wenn die Invariante siebenten Grades, die hier als Faktor 
auftritt, mit X bezeichnet wird. 
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Ich will die Mittheilung der Bechnung, die sich sicher noch 
vereinfachen lässt, auf eine andre Gelegenheit versparen, und 
nur noch Folgendes bemerken: Schreibt man für (41) und (42) 
zur Abkürzung: J^b^x^ und ^a ik u ( u k ^ so ist: 

1 ... 7 

Bezeichnet man daher die Determinante der a ik mit A und ihre 
sechsreihigen Unterdeterminanten mit A ik und macht man es ent- 
sprechend bei den b^ so kommt: 

X X 

A. bij ^jAij, B. dij = -B(j 

und insbesondere: 

A.M-ffl 

Hätte nun X mit allen bij oder mit allen a,j einen Faktor ge- 
mein, so wäre der nothwendig eine Invariante von (37), da man 
aber augenscheinlich keine Invariante bilden kann, die von niedri- 
gerem Grade in den p^j ist als X, so kann man schliessen, dass 
A und B beide durch X theilbar sind. Aber A und B sind 
selber Invarianten, also auch die Quotienten A : X und B : A, dem- 
nach kann der grÖsste gemeinschaftliche Theiler von X mit A:l 
und von X mit B:X nur X selber sein, und durch Fortsetzung 
dieses Schlussverfahrens findet man: 



'-O'.'-i©'. 



wo Ct ein bioser Zahlenfaktor ist, dessen Bestimmung ich mir für 
später vorbehalte, folglich wird: 

A ü = * (7) bij, Bij = -[y) a,ij. 

Hierin liegt, dass unsre beiden Mannigfaltigkeiten (41) und (42) 
nicht ausgeartet sind, sobald die Invariante X einen von Null 
verschiedenen Werth hat, dass sie aber, sobald X verschwindet, 
beide zugleich ausarten. 

§ 10. 

Unter der grossen Zahl der ko Varianten Bildungen, die zu 
unsrer Form (ccu)(ßv)(yw) gehören, will ich hier nur einige 
wenige betrachten. 
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Besonders einfach ist eine, die zwei Reihen Punktkoordinaten 
und blos eine Reihe von Ebenenkoordinaten enthält, nämlich: 

(45) («1») fori «■&?***)> 

sie stellt, wenn man die E 5 w willkürlich lässt, ein Bündel von 
00 7 linearen Komplexen dar, die genau 00 5 Gerade gemein haben, 
und zwar sind das eben die 00 5 Geraden, aus denen der früher 
besprochene Komplex auf der F 2 (41) besteht. Drückt man in 
der Form (au) (ßv) (yw) die u und v durch Punktkoordinaten x 
und y aus vermöge der durch (41') definirten dualistischen Trans- 
formation, so erhält man genau die Form (45), nur noch mul- 
tiplicirt mit der Invarianten X und mit einem gewissen Zahlen- 
faktor. 

Drückt man w, v, w alle drei vermöge (41') durch Punkt- 
koordinaten x, y, z aus, so erhält man aus (ccu)(ßv)(yw) eine 
Form mit drei Reihen Punktkoordinaten, deren Koefficienten 
allerdings zunächst vom 13. Grade in den p^j werden, aber es 
spaltet sich wieder die Invariante X ab, so dass sich der Grad 
der neuen Form auf 6 erniedrigt. In der That kann man sofort 
derartige Kovarianten sechsten Grades bilden, man erhält ihrer 
fünf, nämlich: 

B=(a 1 ß i y l a 2 xyz) (fta 8 (5 3 y s a 4 /3 4 a 5 ) (y M y A ß 6 y 6 a B ß B y B ) 
s = («iPi«a/W*) (yi*zß*Y*"tßi"6) (yiftftyö«*/^) 

T i = (<*ißi*%*i*y *) (yi&rs&^MD (y^yJbYs^ßen) 
T 2= "- (riß^yi^ß^y^b) (ßsyzß&yb^ß^) 
T *= -" (ri/VAy^öft)) (r* Ays^ftfc)* 

aber sie reduciren sich in Wahrheit auf eine einzige. 

Zunächst ist nämlich B = 0, denn vertauscht man 3 mit 6, 
4 mit 5 und endlich sowohl a 4 , 4 , y 4 als a 5 , |S 5 , y 5 cyklisch, so 
ändert B seinen Werth nicht, andrerseits aber kann das End- 
ergebniss dieser Operationen auch durch blose Vertauschung von 
ß 2 mit y 2 erreicht werden, wobei Jt nach dem Früheren das 
Zeichen wechselt. Wendet man ferner bei T 1 die Identität 
(40) auf den dritten Faktor an in Verbindung mit /5 8 , so kommt: 

und behandelt man bei T 2 den dritten Faktor in Verbindung mit 
y 2 ebenso, so ergiebt sich: 

T 2 = 2 T 3 . 
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Endlich erhält man bei S durch Verbindung des zweiten Faktors 
mit ß t : 

so dass also ist: 

B = 0, S=-2T V T t — - 2T V T z = - T v 

Erwähnt sei noch, dass man die Form S bis auf einen 
Zahlenfaktor erhält, wenn man in (45) vermöge der dualistischen 
Transformation (41') die w durch Punktkoordinaten z ausdrückt. 

Zu diesen Kovarianten kommt endlich noch eine hinzu, die 
aus (aw)(j3r)(yw) entsteht, wenn man nur eine Reihe Ebenen- 
koordinaten durch Punktkoordinaten ausdrückt, und die so lautet: 

(46) (au) (ßv) (a i ß 1 y 1 a M ß % a 9 y) (ftAfc^/WO- 

Es muss späteren Untersuchungen vorbehalten bleiben, die Be- 
deutung dieser Kovarianten zweiten, fünften und sechsten Grades 
für die Theorie der Form («w) (0*0 (?**') nach allen Seiten hin 
klarzustellen. 

§ "• 

Um die Fruchtbarkeit der symbolischen Methode recht deut- 
lich zu zeigen, will ich noch kurz den am Schluss meiner ersten 
Mittheilung ausgesprochenen Satz über die rationalen Raumkurven 
sechster Ordnung beweisen. 

Eine rationale Raumkurve sechster Ordnung im i? 6 können 
wir symbolisch so darstellen: 

(47) (*0 6 0») - 0. 

Hier ist (qu) = q^ + • • • + ^«7 und u x • • • m 7 die Koordinaten 
einer E 6 des B 6 , ferner ist t eine binäre Veränderliche und 
(kt) = k^ — ÄTj^, endlich sind die Symbole k und q so be- 
schaffen, dass erst ein Ausdruck von der Form Äj^~*^(t<6J 
eine reelle Bedeutung besitzt. Wir werden jedoch im Folgenden 
die Indices bei k und q benutzen, um verschiedene Reihen von 
Symbolen zu bezeichnen. 

Es ist sehr leicht zu der Kurve (47) eine kovariante Form 
(ccu)(ßv)(yw) anzugeben, nämlich diese: 

(48) (k t hf (*, fc,) 8 (h ä-j 8 ( ?1 u) (/,, v) ( fc «•) 

oder in Punktkoordinaten: 

(48') (k^) 3 (*,* s ) 3 (*,»!)' (fehftWKX 



Ein neues, dem linearen Komplexe analoges Gebilde. II. 235 

es sind das augenscheinlich die einzigen Formen dieser Art, die 
in den Koefficienten der Kurve (47) vom dritten Grade sind. 

Ferner giebt es eine und nur eine kovariante Mannigfaltig- 
keit zweiter Klasse, die in den Koefficienten der Kurve (47) vom 
zweiten Grade ist, nämlich: 

(49) (W 6 (fcn) (fc«0, 

dagegen kann man anscheinend eine grosse Anzahl von kova- 
rianten Mannigfaltigkeiten zweiter Ordnung bilden, die in den 
Koefficienten der Kurve vom 12. Grade sind, nämlich alle von 
der Form: 

(50) F(k 1 • • • * 6 , k\ • • • Ä?' e ) (?!••• Q 6 x) (q\ • • • ?», 

wo F in jedem der 12 Symbole k und k' homogen vom sechsten 
Grade sein muss» Vertauscht man jedoch hier q. mit y und 
also gleichzeitig k v mit %, so muss, da (& • • • q$x) das Zeichen 
wechselt, auch F dies thun, wenn der Ausdruck nicht verschwin- 
den soll, folglich lässt sich, aus F der Faktor 

(51) #6= TI{k h k v ) 

abspalten und ebenso der Faktor K\. Uebrig bleibt ein Faktor, 
der in jedem der Symbole k x • • • \, k\ • • • k' 6 linear und homogen 
ist und also aus einer Summe von Ausdrücken von der Form: 

besteht. Dieser Faktor darf sich nicht ändern, wenn man k { 
mit kj oder k' { mit k'j vertauscht. Nun aber ist: 

(k ( ka) (kjkß) = (kikß) (kjk' a ) + (kjcj) (&k'ß\ 

wo das Glied mit (hkj) zu (50) einen verschwindenden Beitrag 
liefert, also kann (50) stets die Form erhalten: 

1 . . . 6 
(49') K 6 K'efjikik'ä ( Ql • • • 9% x) (q\ • • • £». 

i 

Führt man die dualistischen Transformationen, die durch 
(49) und (49') definirt sind, nacheinander aus, so erhält man: 

1...6 
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Da sich dieser Ausdruck nicht ändert, wenn man q^ mit einem 
der Symbole q[ • • • q^ und k^ mit dem entsprechenden der Sym- 
bole k^'-'Tc'^ vertauscht, so erhalt er die Form: 

K i K i (ft ' ~ 9**) (it'i • ' ' *l) ito") 
und das wiederum ist nach (4c/) abgesehen von einem Zahlenfaktor 

- K i K i dh • • '*?) (?'i " • " Qi) (*«)• 

Nun verschwindet die Invariante K^ (ft • • • p 7 ) nicht, da wir natür- 
lich voraussetzen, dass die Kurve (47) in keinem Räume von 
weniger als 6 Dimensionen liegt, also ist klar, dass (49) und 
(49') dieselbe, nicht ausgeartete Mannigfaltigkeit zweiter Ordnung 
darstellen. 

Setzen wir jetzt: 

(W (W (W= * m , ftJO (hh) fc*ü-*,t 

L X i 

so erscheint die Form (48) in der uns schon bekannten Gestalt: 
(au)(ßv)(yw), und zwar haben die Symbole a, /?, y genau die in 
§ 8 besprochenen Eigenschaften, denn zum Beispiel die Ver- 
tauschung von a mit ß ist gleichbedeutend damit, dass man ?1 
mit q 2 vertauscht, ohne k t mit Xr 2 zu vertauschen, und hat daher 
augenscheinlich einen Zeichenwechsel zur Folge. Demnach können 
wir die zu (48) gehörigen Ko Varianten unmittelbar nach der 
früheren Methode bilden, wenn wir ftir eine zweite Eeihe ccj^ß v y v 
von Symbolen a, 0, y setzen: 

L L 1 

a l S=K 456 ?4» ^r^ 456 *Ö» ri mmK 456 ?6 

und so weiter. 

Auf diese Weise erscheint die nach § 9 zu (48) gehörige 
Mannigfaltigkeit zweiter- Klasse in der Gestalt: 

(52) ÜT m ^56 K 189 fau) (? 4 u) (q 2 q z Q 6 • • • ft). 

Hier spaltet sich vorn der Faktor 

285... 9 



Yl (w 



jU< V 
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ab und es bleibt ein Faktor übrig, der nur von \ und \ ab- 
hängt und bei Vertauschung von i mit 4 umgeändert bleibt, der 
also nothwendig bis auf einen Zahlenfakfcor mit (kjc^f überein- 
stimmt. Demnach wird (52) nach Weglassung der nicht ver- 
schwindenden Invariante K^ (q ± • • • ^ 7 ) mit (49) identisch. 

Ebenso bekommt die nach § 9 zu (48) gehörige Mannig- 
faltigkeit zweiter Ordnung die Gestalt: 

(5*0 #123 #451' #62' 3 ' #456 (Ql " ' Q& X ) (fi'l ' ' ' M 

wo gesetzt ist: 

JW- (hhf (hW Qt\h) 3 

#62'3 /== (^6^2) (^2^3) (™3%) ' 

Hier aber wird das Produkt vor der Klammer nach dem Früheren 
bis auf einen Zahlfaktor gleich 

1...6 

* 

so dass (52') dieselbe Mannigfaltigkeit zweiten Grades darstellt, 

wie (49'). 

Damit ist bewiesen, dass die beiden zu (48) gehörigen 
Mannigfaltigkeiten zweiter Ordnung und zweiter Klasse miteinander 
und mit den zur Kurve (47) gehörigen identisch sind. 

Endlich wollen wir noch zeigen, dass unsre Kurve sechster 
Ordnung dem »Komplexe angehört, der durch die Form (48) auf 
der Mannigfaltigkeit zweiter Klasse (49) bestimmt ist. 

Die Schmiegungs-JK 5 der Kurve (47) im Punkte t wird dar- 
gestellt durch: 

#6 (V)'-'(V) (Cr" ab- 
setzen wir in (48), was wir zu diesem Zwecke so schreiben: 

(Ms) 3 (W 8 (W 3 (ftw) (ft*) (fc«0 
diese Schmiegungs-2? 5 an Stelle von u ein, so kommt: 

#6 #789 (V) • • ' (V) Ol • • ' Ql) (qs v ) (ft«0» 

hier lässt sich der Faktor 4r 7 absondern und es bleibt vorn ein 
Ausdruck übrig, der nur noch k SJ k Q und t enthält und zwar 
jedes im sechsten Grade, der also nothwendig die Form hat: 
Qc $ k 9 ) 3 (k s t) s (fat) 3 . Lassen wir daher die nicht verschwindende 
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Invariante: K 7 (^•••^ 7 ) weg, so bleibt ein Ausdruck übrig, der 
geschrieben werden kann: 

(53) (W (V) S (V) 8 M (*»)• 

Wir werden zeigen, dass dieser Ausdruck bei ganz beliebiger 
Wahl der E 5 w von allen E 5 v zum Verschwinden gebracht wird, 
die durch die Schmiegungs--E' s des Punktes t unsrer Kurve (47) 
gehen. In der That, diese Schmiegungs-i^ wird dargestellt durch 

3... 6 

Yl (*„ *0 Ä 0* (V) 8 (h 0* Ä < 8 ) (ft • • • * «1 Ö. 

was so zu verstehen ist, dass wenn £, 17, f beliebige Punkte des 
i? 6 sind und der hingeschriebene Ausdruck gleich (fz?) gesetzt 
wird, v alle durch die Schmiegungs-2£ 3 gehenden E 5 darstellt. 
Setzen wir nun aber den eben definirten Ausdruck v in (53) ein, 
so ergiebt sich: 

3... 6 1 . 6 

(*a) s U(m.) J7 (.w («kh • • • **i) (*«)• 

Vorn sondert sich der Faktor : 

2... 6 

IT (*"*-) 

ab und es bleibt ein Ausdruck übrig, der k 2 • • • fc 6 jedes im ersten 
Grade, fcj im sechsten Grade, t im 18. Grade enthält, der also 
nothwendig verschwinden muss. 

Hiermit ist bewiesen, dass die Form (48) bei beliebigem iv 
identisch verschwindet, wenn man für u eine Schmiegungs-^ der 
Kurve (47) setzt und für v eine beliebige der 00 2 2£ 5 , die durch 
die zugehörige Schmiegungs-JEJ 8 der Kurve gehen. 

Nun haben wir in § 6 gesehen, was alles sich übrigens 
auch leicht durch symbolische Eechnungen beweisen lässt, dass 
die Form (48) bei beliebigem w dann und nur dann verschwin- 
det, wenn entweder die E b u und v zusammenfallen, was im 
gegenwärtigen Falle nicht zutrifft, oder wenn u und v beide der 
zu (48) gehörigen Mannigfaltigkeit* zweiter Klasse angehören. 
Im zweiten Falle, mit dem wir es hier offenbar zu thun haben, 
ist durch Nullsetzen von (48) bei beliebigem w jeder E 6 w, die 
der Mannigfaltigkeit zweiter Klasse angehört, eine Schaar von 
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oo 2 eben solchen E h v zugeordnet, die durch eine gewisse auf u 
liegende 22 8 hindurchgehen. 

Wir schliessen hieraus, dass erstens alle Schmiegungs-.E 5 der 
Kurve (47) der Mannigfaltigkeit zweiter Klasse (49) angehören 
und dass durch jede Schmiegungs-22 3 der Kurve genau oo 2 E 6 
gehen, die ebenfalls dieser Mannigfaltigkeit angehören und die 
keine andern sind als die E 6 v, die der zugehörigen Schmiegungs- 
JE 6 u zugeordnet sind, wenn man die Form (48) bei beliebigem 
w gleich Null setzt. 

Durch dualistische Uebertragung ergiebt sich endlich, dass 
alle Schmiegungs-.E 2 der Kurve (47) in der Mannigfaltigkeit 
zweiter Ordnung (49') enthalten sind und dass der auf dieser 
Mannigfaltigkeit liegende Komplex (vgl. S. 224 t) jedem Punkte 
der Kurve (47) gerade die zugehörige Schmiegungsebene zuordnet. 
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Hanns Brnno Geinitz. 

Von Hermann Credner, o. M. 

Am 1 8. Januar d. J. entschlief zu Dresden Hanns Bruno 
Geinitz im 86. Jahre seines fruchtbringenden Lebens. In ihm, 
dem Nestor der deutschen Geologen, schied der letzte aus der 
Gruppe jener hervorragenden Forscher dahin, deren Leistungen 
und deren Einfluss der Geologie eines grossen Theiles des vorigen 
Jahrhunderts den Stempel aufdrückten. 

H. B. Geinitz wurde geboren am 16. October 1814 zu 
Altenburg, widmete sich dortselbst vom Jahre 1830 an dem 
pharmaceutischen Fache, bezog 1834 die Universität Berlin, 
später diejenige zu Jena, auf denen er sich namentlich dem Stu- 
dium der Chemie, Botanik, Mineralogie und Geognosie hingab und 
promovirte im Jahre 1837 mit einer Arbeit über das Thüringer 
Muschelkalkgebirge . 

Bereits das folgende Jahr fand ihn als Hülfslehrer an der 
„Technischen Bildungsanstalt" zu Dresden, die später zum Poly-* 
technikum und schliesslich zur Technischen Hochschule heranwuchs. 
In allen diesen ihren Entwicklungsstadien blieb Geinitz dieser 
Anstalt als Lehrer, seit 1850 als Professor bis zum Jahre 1894 
erhalten. 

Während dieses langen, nicht weniger als 56 Jahre umfassen- 
den Zeitraumes entfaltete Geinitz eine ausserordentlich erspriess- 
liche Lehrthätigkeit und erfüllte viele seiner nach Tausenden 
zählenden Zuhörer mit so lebendigem Interesse für die von ihm 
vorgetragene Wissenschaft, dass sich dasselbe auch noch in ihrem 
späteren praktischen Berufe wach erhielt und das erfreuliche 
Verständniss erklärt, welches die Mehrzahl der technischen Be- 
amten Sachsens geologischen Fragen entgegenbringt. 

Geinitz's wissenschaftliche Thätigkeit wurzelte in sächsischem 
Boden und war von Anfang an darauf gerichtet, die am geolo- 
gischen Aufbau Sachsens betheiligten Formationen nach ihrem 
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palaeontologischen Inhalte zu durchforschen und diesen systema- 
tisch zu beschreiben und abzubilden. Die bei Weitem meisten 
seiner aussergewöhnlich zahlreichen Publikationen gehören deshalb 
diesem räumlich und sachlich eng umgrenzten Gebiete an. Von 
ihnen haben jedoch nicht wenige zugleich als Basis und Ver- 
gleichsmittel rar ähnliche Untersuchungen in anderen Ländern 
und als Ausgangspunkt für fortgesetzte heimathliche Arbeiten eine 
weittragende Bedeutung erhalten. Vor Allem gilt dies von fol- 
genden reich mit Illustrationen ausgestatteten Schriften: 

Charakteristik der Schichten und Petrefakten des säch- 
sisch-bohmischen Kreidegebirges, 1839/40; 

Die Versteinerungen des deutschen Zechsteingebirges, 
1848; 

Die Versteinerungen der Grauwackenformation in Sach- 
sen, 1852^53; 

Darstellung der Flora des Hainichen-Ebersdorfer und 
des Flöha'er Kohlenbassins, 1854; 

Die Versteinerungen der Steinkohlenformation in Sach- 
sen, 1855; 

Geognostische Darstellung der Steinkohlenformation in 
Sachsen, 1856; 

Die Leitpflanzen des Rothliegenden und des Zechstein- 
gebirges in Sachsen, 1858; 

Das Elbthalgebirge in Sachsen, 1871 — 75. 

Durch seine langjährige Beschäftigung mit dem Rothliegenden 
Sachsens und dem Zechstein der deutschen Lande wurde Gleixitz 
zur Bearbeitung eines weit über die heimathlichen Grenzen hinaus- 
greifenden Werkes: Die Dyas (1861 u. 62) gefuhrt, welches 
noch für lange Zeit das Fundament für alle auf diese Formation 
gerichteten Studien bleiben wird. Ebenso gross angelegt ist das 
von Geinitz unter Heranziehung zahlreicher Mitarbeiter publicirte 
Werk: Die Steinkohlen Deutschlands (1865). 

Eine Haupterrungenschaft der wissenschaftlichen Thätigkeit, 
des ordnenden Geistes, der angestrengtesten Arbeitsamkeit des 
verstorbenen Geinitz ist in dem mineralogisch-geologischen 
Museum zu Dresden verkörpert, das er schuf, in das er reiche 
Schätze aus allen Ländern zu leiten wusste und das er zu einer 
vielbewunderten Illustration der gesammten Formationslehre bis 
hinauf zur Periode des vorhistorischen Menschen gestaltete. 
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Erinnert man sich, dass Geinitz neben seinen Pflichten als 
akademischer Lehrer und als Direktor des eben genannten Museums, 
neben seiner unermüdlichen literarischen Thätigkeit ausserdem 
noch vom Jahre 1863 — 79 in Gemeinschaft mit G. Leonhard die 
Redaction des Neuen Jahrbuches für Mineralogie, Geologie und 
Palaeontologie führte und in dieser Eigenschaft mehrere Tausend 
Referate über einschlägige Publikationen lieferte, dass er sich 
ferner als langjähriger Vorstand der naturwissenschaftlichen Ge- 
sellschaft Isis zu Dresden auf das förderndste an deren Arbeiten 
betheiligte, — dass endlich sein gutachtlicher Rath in Fragen 
der augewandten Geologie gar vielfach in Anspruch genommen 
wurde, — so erfüllt uns seine unerschöpfliche Arbeitskraft im 
Dienste der Wissenschaft mit Bewunderung. 

Petrographische, dynamische und tektonische Geologie lagen 
ebenso wenig wie die archäischen und die in Sachsen nicht ver- 
tretenen Formationen in dem von Geinitz mit Erfolg cultivirten 
Gebiete. Dahingegen werden die Verdienste von H. B. Geinitz 
um die geologische und palaentologische Erforschung des Carbon, 
der Dyas und der Kreideformation, ebenso wie diejenigen um die 
Schöpfung jenes mustergültigen mineralogisch-geologischen und 
prähistorischen Museums zu Dresden unvergänglich sein. 

Der kgl. sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften gehörte 
Geinitz seit dem Jahre 1887 als Mitglied an, war aber durch 
die sonstige Inanspruchnahme der Kräfte seines hohen Alters 
verhindert, unserer Gesellschaft ein thatkräftiges Interesse ent- 
gegen zu bringen. Aber selbst wenn die kgl. Gesellschaft der 
Wissenschaften auf die directe Mitarbeiterschaft des jüngst Da- 
hingeschiedenen verzichten musste, so wird es ihr doch zur Ehre 
gereichen, einen Mann zu ihren Mitgliedern gezählt zu haben, der 
so Hervorragendes namentlich auch für die geologische Erforschung 
ihres sächsischen Heimathslandes geleistet hat. 
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Gersdorf, Ernst Gotthelf, 1874. Schleicher, August, 1868. 

Gbttling, Carl, 1869. Seidler, August, 1851. 
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Leipzig, am 31. Decemher 1900. 
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Kgl. Technischen Hochschule. — Derselbe, Ueber die geschichtliche 
und zukünftige Bedeutung der Technik. (Rede.) Berlin 1900. 

Wissenschaftliche Abhandlungen der Physikalisch-technischen Reichs- 
anstalt Bd. 3. Berlin 1900. 

Allgemeine Elektricitätsgesellschafb [zu Berlin]. Elektrischer Einzel- 
antrieb und seine Wirtschaftlichkeit. Berlin 0. J. 

Jahrbücher des Vereins von Alterthumsfreunden im Rheinlande. H. 105. 
Bonn 1900. 

8 . Jahresbericht des Vereins für Naturwissenschaften zu Braunschweig 
für die Vereinsjahre 1891/92 u. 1892/93. Braunschweig 1900. 

Siebenundsiebzigster Jahresbericht der Schlesischen Gesellschaft für 
vaterländische Cultur. Enthält den Generalbericht über die Arbeiten 
und Veränderungen der Gesellschaft im J. 1900. Breslau 1900. 

Abhandlungen des Königl. Sachs, meteorologischen Instituts [in 
Chemnitz]. H. 4. Leipzig 1899. 

Decaden- Monatsberichte des Königl. Sachs, meteorologischen Instituts. 
Jahrg. 1. 2. 1898. 99. 

Jahrbuch des Königl. Sachs, meteorologischen Instituts. Jahrg. 15 (1897). 
HI. Chemnitz 1899. 

Schriften der naturforschenden Gesellschaft in Dan zig. N. F. Bd. 10. 
H. 1. Danzig 1899. 

Zeitschrift des k. sächsischen statistischen Bureaus. Redig. v. Arth. Geissler. 
Jahrg. 46 (1900), No. 1. 2. Dresden 1900. 

Jahresbericht der Gesellschaft für Natur- und Heilkunde in Dresden. 
Sitzungsperiode 1890/91. 1894/95. l8 9^/99. Dresden 1891. 95. 99. 

Sitzungsberichte und Abhandlungen der naturwissenschaftl. Gesellschaft 
Isis in Dresden. Jahrg. 1899, Jan. — Dec. 1900, Jan. — Jun. Dresden d.J. 

Verzeichniss der Vorlesungen und Uebungen an der Kgl. Sachs. 
Technischen Hochschule f. d. Sommersem. 1900 u. Wintersem. 1900/01. 
— Bericht über die Kgl. Sachs. Techn. Hochschule für 1 899/1 900. 

Festschrift zum 60 -jährigen Stiftungsfest der Pollichia, eines natur- 
wissenschaftlichen Vereins der Kheinpfalz. Dürkheim a. d. H. 
1900. 

Beiträge zur Geschichte des Niederrheins. Jahrbuch des Düsseldorfer 
Geschichtsvereins. Bd. 14. — Jahresbericht für das Vereinsjahr 
1899. Düsseldorf 1900. 

Mittheilungen des Vereins für die Geschichte und Alterthumskunde 
von Erfurt. H. 21. Erfurt 1900. 

Sitzungsberichte der physikal. -medicinischen Societät in Erlangen. 
H. 31 (1899). Erlangen d. J. 

Jahresbericht des Physikalischen Vereins zu Frankfurt a. M. f. das 
Rechnungsjahr 1898/99. Frankfurt 1900. 

Helios. Abhandlungen u. monatliche Mittheilungen aus d. Gesammt- 
gebiete der Naturwissenschaften. Organ des Naturwissensch. Vereins 
des Reg. -Bezirks Frankfurt. Herausg. von H. Roedel. Jahrg. 17. 
Berlin 1900. 

Societatum litterae. Verzeichniss der in d. Publikationen der Akademien 
und Vereine aller Länder erscheinenden Einseiarbeiten auf d. Ge- 
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biete d. Naturwissenschaften. Im Auftrage des Naturwissenschaft! 
Vereins für den Reg.-Bezirk Frankfurt herausg. von M. Klittke. 
Jahrg. 13 (1899), No. 1 — 12. 

Jahrbuch f. d. Berg- und Hüttenwesen im Königreich Sachsen auf 
d. Jahr 1900. Freiberg d. J. 

Programm der Egl. Sachs.* Bergakademie zu Freiberg f. d. J. 1900/01. 
Freiberg 1900. 

Verzeichniss der Vorlesungen auf der Grossherzogl. Hessischen Ludwigs 
Univers, zu Gi essen. Sommer 1900, Winter 1900/01 ; Personal- 
bestand W. 1 899/1 900, S. 1900. — 59 Dissertationen aus den Jahren 
1899 u. 1900. 

Gundermann, Gotthold, Die Zahlzeichen (Progr.). — Lohlein, Herrn., 
Leistungen und Aufgaben der geburtshülflichen Institute ini Dienst« 
der Humanität (Festrede). Giessen 1899. 

Neues Lausitzisches Magazin. Im Auftrag d. Oberlausitz. Gesellsch. 
d. Wissensch. herausg. von R. Jecht. Bd. 75, H. 2. Görlitz 1899. 

Abhandlungen derKönigl.Gesellschaft der Wissenschaften zu G ö t ti n gen. 
N. F. Philologisch-historische Classe. Bd. 3. No. 3. Bd. 4. No. 1—3. 
Math.-phys. Classe. Bd. 1. No. 4. Göttingen 1899. 1900. 

Gauss, Carl Friedrich, Werke. Bd. 8. Hrsg. von der Eönigl. Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Göttingen. Leipzig 1900. 

Nachrichten von der Eönigl. Gesellschaft der Wissenschafben zu 
Göttingen. Math.-phys. Cl. 1899, No. 3. 1900, No. 1. 2. Philol.- 
hist. Cl. 1899, No. 4 u. Beiheft. 1900, No. 1. 2. Geschäftliche Mit- 
theilungen. 1900, H. 1. Göttingen d. J. 

Jahresbericht der Fürsten- und Landesschule zu Grimma über d. 
Schuljahr 1 899/1 900. — Das Kollegium der Fürsten- und Landes 
schule zu Grimma von 1849 bis 1900. Zur Feier des 350-jährigen 
Bestehens der Anstalt. — Von dem 3 50 -jährigen Jubelfeste der 
Kgl. Sachs. Fürsten- und Landesschule zu Grimma am 23. u. 24 Sept. 
1900. Grimma 1900. 

Leopoldina. Amtl. Org. d. Kais. Leopoldinisch-Carolinisch deutschen 
Akad. der Naturforscher. H. 35, No. 12. H. 36, No. 1 — 11. 
Halle 1899. 1900. 

Zeitschrift für Naturwissenschaften. Organ des naturwiss. Vereins 
für Sachsen und Thüringen. Bd. 72. H. 4 — 6. Bd. 73. H. 1. 2. 
Halle 1900. 

Mittheilungen der Hamburger Sternwarte. No. 6. Hamburg 1900. 

Mittheilungen der mathematischen Gesellschaft in Hamburg. Bd. 3. 
H. 9. Hamburg 1899. 

Neue Heidelberger Jahrbücher. Herausg. vom Histor. -philosophischen 
Vereine zu Heidelberg. Jahrg. 9, Heft 1. 2. Jahrg. 10, Heft 1. 
Heidelberg 1899. 1900. 

Verhandlungen des naturhistorisch-medicinischen Vereins zu Heidelberg 
N. F. Bd. 6, H. 3. Heidelberg 1899. 

Programm der Grossherzogl. Badnischen Technischen Hochschule zu 
Karlsruhe für das Studienjahr 1900/01. — Technische Hochschule 
Karlsruhe. Bericht über die Feier der Einweihung der Neubauten 
und der Aula 17. — 19. Mai 1899. — Bericht über die Feier der 
Jahrhundertwende und die Verleihung des Promotionsrechtes am 
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io. Jan. 1900. — Brauer, Ernst A., Betrachtungen über die 
Maschine und den Maschinenbau. Festrede. — 3 Dissertationen 
a. d. J. 1899. 
Chronik d. Universität zu Kiel f. d. J. 1 899/1900. — Verzeichniss der 
Vorlesungen. Winter 1 899/1 900, Sommer 1900. — Bruns, Ivo, 
Frauenemancipation in Athen (Progr.). — Kloster mann, Aug., 
Deuteronomium und Gragäs (Festrede). — Milchhoefer, Ueber cüe 
Gräberkunst der Hellenen (Rede zum Winckelmanns-Tage). — 
Quincke, H., Die Stellung der Medicin zu den anderen Universitäts- 
wissenschaften (Rectoratsrede). — Beinke, Joh., Die Entwicklung 
der Naturwissenschaften, insbes. der Biologie im 19. Jahrhundert 
(Rede). — 123 Dissertationen a. d. Jahren 1899 u - 1900. 

Wissenschaftliche Meeresuntersuchungen. Herausg. von der Commission 
zur Wissenschaft!. Untersuchung der deutschen Meere in Kiel und 
der Biologischen Anstalt auf Helgoland. Im Auftrage des Königl. 
Minist, für Landwirthschaft, Domänen u. s. w. N. F. Bd. 3. Ab- 
theilung Helgoland. H. 2. Bd. 4. Abtheilung Helgoland. H. 1. 
Bd. 5. Abtheilung Kiel. H. 1. Kiel und Leipzig 1900. 

Schriften der physikalisch- ökonomischen Gesellschaft zu Königsberg. 
Jahrg. 40 (1899). Königsberg 1899. 

Publikationen der Königl. Sächsischen Kommission für Geschichte: 
Anton GrafF. Bildnisse von Zeitgenossen des Meisters in Nach- 
bildungen der Originale. Ausgewählt und erläutert von Julius Vogel. 
Leipzig 1898. — Des Kursächsischen Rathes Hans von der Planitz 
Berichte aus dem Reichsregiment in Nürnberg 1521 — 1523. Ge- 
sammelt von Ernst Wülcker. Nebst ergänzenden Aktenstücken 
bearbeitet von Hans Virck. ebd. 1899. — Politische Korrespondenz 
des Herzogs und Kurfürsten Moritz von Sachsen, hersg. von Erich 
Brandenburg. Bd. I (bis zum Ende des Jahres 1543). ebd. 1900. — 
Tafelbilder Lucas Cranachs d. Ä. und seiner Werkstatt. Hersg. 
von Eduard Flechsig, ebd. 1900. 

Jahresbericht des Nikolaigymnasiums in Leipzig. Leipzig 1900. 

Zeitschrift des Vereins für Lübecker Geschichte und Alterthumskunde 
Bd. 7. H. 3. Bd. 8. H. 1. Lübeck 1898. 99. 

Jahresbericht und Abhandlungen des Naturwissenschaftlichen Vereins 
zu Magdeburg. 1898 — 1900. Magdeburg 1900. 

Jahresbericht der Fürsten- und Landesschule zu Meissen von Juli 1899 
bis Juli 1900. Meissen 1900. 

Abhandlungen der math.-phys. Cl. der k. bayer. Akad. d. Wiss. Bd. 20, 
Abth. 2. 3. Bd. 21, Abth. 1. München 1900. 

Bett, Karl v., Ueber die Hfilfsmittel, Methoden und Resultate der 
Internationalen Gradmessung (Festrede). — Zittel, Karl A. v., 
Rückblick auf die Gründung und Entwicklung der k. bayer. 
Akademie der Wissenschaften im 19, Jahrhundert (Festrede). — 
Bänke, Joh., Die akademische Kommission für Erforschung der 
Urgeschichte und die Organisation der urgeschichtlichen Forschung 
in Bayern durch König Ludwig I. (Festrede). München 1899. 1900. 

Sitzungsberichte der mathem.-phys. Cl. der k. bayer. Akad. d. Wiss. 
zu München. 1899, H. 3. 1900, H. 1. 2. München d. J. 

Sitzungsberichte der philos.-philol. u. histor. Cl. der k. bayer. Akad. 
d. Wiss. zu München. 1899, Bd. 2, H. 2 — 4. 1900, H. 1 — 3. 
München d. J. 
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41. Plenarversammlung der histor. (Kommission bei der k. bayer. Akad. 
d. Wiss. Bericht des Secretariats. Manchen 1900. 

Sitzungsberichte der Gesellschaft für Morphologie und Physiologie in 
München. Bd. 15. H. 3. München 1900. 

27. Jahresbericht des Westfälischen Provinzial- Vereins f. Wissenschaft 
u. Kunst f. 1898/99. Münster 1899. 

Abhandlungen d. Naturhistorischen Gesellschaft zu Nürnberg. Bd. 13. 
Nürnberg 1900. 

Jahresbericht der Naturhistorischen Gesellschaft zu Nürnberg. 1899. 
Nürnberg 1900. 

Anzeiger des Germanischen Nationalmuseums. Jahrg. 1899. — Mit- 
theilungen. Jahrg. 1899. Nürnberg d. J. 

Mittheilungen des Alterthums Vereins zu Plauen. 13. Jahresschrift aus 
d. J. 1897 — 99- Plauen 1900. — Regesten zur Orts- und Familien- 
geschichte des Vogtlandes. Gesammelt u. hrsg. von C. von Raab. 
ebd. 1898. 

Historische Monatsblätter für die Provinz Posen. Jahrg. 1, No. 1 — 7. 
Posen 1900. 

Zeitschrift der Historischen Gesellschaft für die Provinz Posen. Jahrg. 13, 
H. 3. 4. Jahrg. 14, H. 1 — 4. 

Veröffentlichung des Kgl. Preuss. Geodätischen Instituts (in Potsdam). 
N. Folge No. 1—4. Berlin 1900. 

Centralbureau der internationalen Erdmessung. N. Folge der Veröffent- 
lichungen. No. 2. Berlin 1900. 

Württembergische Jahrbücher für Statistik und Landeskunde. Hrsg. 
vom Eönigl. statistischen Landesamt. Jahrg. 1898. 1899, 1. Stutt- 
gart 1899. 1900. 

Württembergische Vierteljahrsschrift für Landesgeschichte. Heran sg. 
von der Württembergischen Kommission f. Landesgeschichte. N. F. 
Jahrg. 9 (1900). Stuttgart 1900. 

Tharander forstliches Jahrbuch. Bd. 50, 1. 2. Dresden 1900. 

Mittheilungen des Vereins für Kunst und Alterthum in Ulm und Ober- 
schwaben. H. 9. Ulm 1900. 

Jahrbücher des Nassauischen Vereins f. Naturkunde. Jahrg. 53. Wies- 
baden 1900. 

Sitzungsberichte der physikal. - medicin. Gesellschaft zu Würzburg. 
Jahrg. 1899, No. 6. 7. 1900, No. 1. Würzburg d. J. 

Verhandlungen der physikal.-medicin. Gesellschaft zu Würzburg. N. F. 
Bd. 33, No. 2—4. Bd. 34, No. 1. Würzburg 1899. 1900. 

esterreich- Ungarn. 

Grada za povjest Knizevnosti hrvatske. Na svijet izdaje Jugoslavenske 
Akademije znatosti i umjetnosti (Agram). Knj. 2. U Zagrebu 1899. 

Ljetopis Jugoslavenske Akademije znatosti i umjetnosti. Svez. 14. 1899. 
U Zagrebu 1900. 

Monumenta historico-juridica slavorum meridionalium. Vol. 7, 1.2. Zagre- 
biae 1899. 1900. 

JEtad Jugoslavenske Akademije znatosti i umjetnosti. Knj. 140 — 142. 
U Zagrebu 1899. 1900. 
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Rjecnik hrvatskoga ili srpskoga jezika. Izd. Jugoslav. Akad. znatosti 
i umjetnosti. Svez. 19. U Zagrebu 1899. 

Vjestnik hrvatskoga arkeologiökoga Druztva. K S. God. 4. U Zagrebu 
1 899/1900. 

Yjestnik kr. hrvatsko-BlavonBko-dalmatinskoj zemaljskog arkiva. God. 2, 
Svez. 1—4. U Zagrebu 1899. 1900. 

Zbornik za narodni zivot i obiöage juznih slavena. Svez 4, II. 5, I. 
U Zagrebu 1899. 1900. 

La cathädrale de Djakovo, en honneur du cinquantenaire de Teiche* 
de son fondateur Josip Juraj Strossmayer, publ. par TAcademie 
sud-slave des sciences et des beaux arts ä Zagreb. U Pragu 1900. 

Landwirtschaftliche Statistik der Länder der Ungarischen Krone. 
Bd. 4. Im Auftrag des k. Ungar. Ackerbauministeriums verfasst u. 
hrsg. durch das k. Ungar. Statistische Central- Amt. Budapest 
1900. 

Magyar, tudom. Akademiai Almanach 1900. Budapest d. J. 

Mathematische u. naturwiss. Berichte aus Ungarn. Mit Unterstützung der 
Ungar. Akad. d. Wissensch. herausg. Bd. 16 (1898). Budapest 1899. 

A Magyar tudom. Akad. elhunyt tagyai fölött tartott Emle'kbeszädek. 
Köt. 3, szäm. 2. Budapest 1885. 

Ertekeze*sek a nyelv-eVszeptudomänyok Köräböl. Kiadja a Magyar 
tudom. Akad. Köt. 17, szäm. 3 — 5. Budapest 1899. 1900. 

Ertekeze"sek a Tärsadalmi Tudomänyok Köräböl. Köt. 11, szäm. 5—9. 
Budapest 1891—95. 

Ertekeze'sek a Törte*neti Tudomänyok Köreböl. Köt. 15, szäm. 7 — 12. 
Budapest 1892. 93. 

Archaeologiai tirtesitö. A Magyar, tudom. Akad. arch. bizottsägänak 
äs av Orsz. Re'ge'szeti s emb. Tärsulatnak Közlönye. Köt. 19, 
szäm. 3 — 5. Köt. 20, szäm. 1. 2. Budapest 1899. 1900. 

Mathematikai äs terme'szettudomänyi ßrtesitö. Kiadja a Magyar tudom. 
Akad. Köt. 17, fuz. 3 — 5. Köt. 18, föz. 1. 2. Budapest 1899. 1900. 

Mathematikai äs terme'szettudomänyi Közleme'nyek. Kiadja a Magyar, 
tudom. Akad. Köt. 27, sz. 4. Budapest 1899. 

Nyelvtudomänyi Közleme'nyek. Kiadja a Magyar tudom. Akad. Köt. 29, 
fuz. 3. 4. Köt. 30, fuz. 1. 2. Budapest 1899. 1900. 

Rapport sur l'activite de TAcadämie Hongroise des sciences en 1899. 
Budapest 1900. 

Margalits, Ede, Horvät tortenelmi repertorium. Köt. 1. Budapest 1900. 

Mehely, Lajos, Monographia chiropterorum Hungariae. Budapest 1900. 

Bethy, Läszlö, Corpus nummorum Hungariae. Köt. 1, füz. 1. Buda- 
pest 1900. 

Verzeichniss d. offen tl. Vorlesungen an der k. k. Franz-Josefs-Universität 
zu Czernowitz im Sommer-Sem. 1900. Winter-Sem. 1900/01. — 
Uebersicht der akad. Behörden im Studienjahr 1900/01. — Die 
feierliche Inauguration des Rectors für 1 899/1 900. 

Jubiläumsfestschrift der Akademischen Lesehalle an der k. k. Franz- 
Josefs-Universität zu Czernowitz. 1900. 

Berichte des naturwissenschaftlich-medicinischen Vereines in Inns* 
brück. Jahrg. 25. Innsbruck 1900. 
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Zeitschrift des Ferdinandeums für Tirol und Vorarlberg. . 3. Folge. 
H. 44. Innsbruck 1900. 

Anzeiger der Akademie d. Wissenschaften in Erakau. Jahrg. 1899, 
No. 8—10. 1900, No. 1 — 8. Krakau d. J. 

Biblioteca pisarzöw polskich (Wydanictwa Akad. umiej. w Erakowie). 
No. 32. 37. W Erakowie 1896. 1900. 

Rocznik akademii umiejetnofici w Erakowie. Rok 1898/99. 1899/1900. 
W Erakowie 1899. 1900. 

Materialy antropologiczno - archeologiczne e etnograficzne. T. 4. W 
Erakowie 1900. 

Materialy do historyi jezyka i dialektologii polskiej. T. 1. W Era- 
kowie 1900. 

Scriptores rerum Polonicarum. T. 17. Krakow 1899. 

Rozprawy Akademii umiejetnofici. — Wydzialu filologiczy. T. 30 
(Ser. IT. T. 15). — Wydzialu historyczno-filozoficzny. T. 38 (Ser. IL 
T. 13). — Wydzialu matemat.-przyrodniczego. T. 33. 35 — 37 (Ser. IL 
T. 13. 15—17). W Erakowie 1898— 1900. 

Sprawozdania komisyi fizograficznej. T. 34. Krakow 1899. 

Sprawozdania komisyi do badänia historyi szuti w Pokce. T. 6. 
zes. 4. W Erakowie 1899. 

Birkenmajer, Ludw. Ant., Mikolaj Eopernik. W Krakow 1900. 

Fijatek, Ks. Jan, Mistrz Jaköb z Paradyza. T. 1. 2. Wydanie Akad. 
umiej. W Erakowie 1900. 

Finkel, Ludw., Bibliografia Historyi Polskiej. CzeS6. 2, zesyt 3. W 
Erakowie 1900. 

Litauische Volksweisen, gesammelt von Anton Juszkiewicz. Bearb., 
redig. u. hrsg. von Sigm. Noskow&ki u. Joh. Baudouin de Courtenay. 
Theil 1. Erakow 1900. 

Kariotoicz, Jan, Slownik gwar Polskich. T. 1. Erakow 1900. 

Petri Boyzii Maurei Alcagnicensis Carmina. P. r. 2, ed. Bronisl. 
Kruczkiewicz. Cracoviae 1900. 

Mittheilungen des Museal Vereines für Erain. Jahrg. 10. 12. Laibach 
1897. 99- 

Izvestija Muzejskega drustva za Eranjsko. Letnik 7. 9. V. Ljubljani 1 897. 99. 

Chronik der ukrainischen (ruthenischen) Sevcenko- Gesellschaft der 
Wissenschaften. 1900. No. 1 — 3. Lemberg d. J. 

Lud, Organ towarzystwa ludoznawczego we Lwowie. T. 4, zesz. 3. 4. 
T. 6, zesz. 1 — 4. We Lwöwie 1898. 1900. 

Almanach Öeske' Akademie Cisare Frantiska Josefa. Rocn. 10. 1900. 

V Praze d. J. 

Historicky Archiv. Cisl. 16. V Praze 1899. 

Rozpravy Ceskd Akad. Cis. Frantiska Josefa. Trid. I. Rocn. 7, Cisl. 1. 2. 
Trid. IL Rocn. 8. Trid. HI Rocn. 7, Cisl. 1. — V Praze 1899. 

Vöstnik Ceske* Akad. Cis. Frantiska Josefa. Rocn. 8, Öisl. 1 — 9. 

V Praze 1899. 

Sbirka Pramenüv ka Poznan! literarnfho zivota. Skup. 1, Rad 1, 
Öisl. 2. V Praze 1899. 

Nttsl, Fr., Procop Divis. V Praze 1899. 
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Jirbt, Gentk, ßibliografie ceske' Historie. I. V Praze 1900. 

Jahresbericht der k. böhm. Geselle eh. d. Wissenschafken für das Jahr 1899. 
Prag 1900. 

Sitzungsberichte der k. böhm. Gesellschaft d. Wissenschaften. Math.- 
naturw. Classe. Jahrg. 1899. — Philos.-histor.-philolog. Classe 
Jahrg. 1899. Prag 1900. 

Prager Tychoniana. Gesammelt von F. J. StudnicJca. Prag 1901. 

Beiträge zur deutsch-böhmischen Volkskunde. Im Auftrag der Gesell- 
schaft zur Förderung deutsch. Wissensch. , Kunst u. Literat, in 
Böhmen geleitet von A. Hauff en. Bd. 3, H. 1. Prag 1900. 

Bibliothek deutscher Schriftsteller aus Böhmen. Bd. 10. Gesammelte 
Dichtungen von Justus Frey. Hrsg. von seinem Sohne. Prag 1899. 

Forschungen zur Kunstgeschichte Böhmens. Veröffentlicht von der 
Gesellsch. z. Ford, deutscher Wissensch., Kunst u. Literat, in 
Böhmen. III. Schmerber, Hugo, Beiträge zur Geschichte der 
Dintzenhofer. Prag 1900. 

Mittheilungen der Gesellschaft z. Ford, deutscher Wisöensch., Kunst u. 
Literatur in Böhmen. No. 10 — 12. Prag 1900. 

JSndt, Joh., Beiträge zur ionischen Vasenmalerei. Gedruckt auf Kosten 
der Gesellsch. z. Ford, deutscher Wissensch. , Kunst u. Literat, in 
Böhmen. Prag 1899. 

Lange, Jos., Untersuchungen über das Bienengift. 2. Mittheilung. 
Ausgeführt mit Unterstützung der Gesellsch. z. Ford, deutscher 
Wissensch., Kunst u. Literat, in Böhmen, Gand et Paris 1899. 

Mrha, Jos., Beiträge zur Kenntniss des Kelyphit. S.-A. Wien o. J. 

Pollak, Ludw., Zwei Vasen aus der Werkstatt Hierons. Mit Unter- 
stützung der Gesellsch. z. Ford, deutscher Wissensch., Kunst u. 
Literat, in Böhmen. Leipzig 1900. 

Bericht der Lese- und Redehalle der deutschen Studenten in Prag über 
d. J. 1899. Prag 1900. 

Magnetische und meteorologische Beobachtungen an der k. k. Stern- 
warte zu Prag im J. 1899. Jahrg. 60. Prag 1899. — WeineJc, L., 
Die Tychonischen Instrumente auf der Prager Sternwarte. Prag 
1901. 

Personalstand der k. k. Deutschen Carl-Ferdinands-Universität in Prag 
zu Anfang d. Studienjahres 1900/01. — Ordnung d. Vorlesungen 
im Wintersem. 1900/01. 

Mittheilungen des Vereins für Geschichte der Deutschen in Böhmen. 
Jahrg. 38, No. r — 4. Prag 1 899/1 900. 

Abhandlungen des deutschen naturw.-medicinischen Vereins für Böhmen 
„Lotos". Bd. 2. H. 1. 2. Prag 1900. 

Sitzungsberichte des deutschen naturw.-medicin. Vereins für Böhmen 
„Lotos". N. F. Bd. 19. Prag 1899. 

Verhandlungen des Vereins für Natur- und Heilkunde zu Pressburg. 
N. F. H. 11. Pressburg 1900. 

Wissenschaftliche Mittheilungen aus Bosnien und der Hercegovina. 
Hrsg. vom Bosnisch -Hercegovinischen Landesmuseum. Bd. 6. 
Sarajevo 1899. 

Bullettino di archeologia e storia dalmata. Anno 22 (1899), No. n. 12. 
Anno 23 (1900), No. 1 — 11. Spalato d. J. 



XIV Verzeichnis» der eihoeganobnem Schriften. 

Bericht über die Arbeiten der von der Kais. Akademie der Wissen- 
schaften eingesetzten Commission zur Gründung eines Phonogramm- 
Archives. (Wien o. J.) 
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London 1900. — Yearbook of the R. Society 1900. — Reports to 
the Malaria Committee [1.] 2. 1899 — r 9 00 - 

Transactions of the R. Society of London. Vol. 191. A.B. 192. A.B. 
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Programma certaminis poetici ab Acad. Reg. discipl. Neerlandica ex 
legato Hoeufffciano indicti in annum 1901. — Pascoli, Joh., Sosii 
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(1899) 1. n. 
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